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Kapitel 1

Einleitung

Die Bedeutung von Computersystemen fiir die Gesellschaft nimmt seit Jahren ste-
tig zu. Es werden immer mehr Bereiche mit Hilfe der elektronischen Informations-
verarbeitung optimiert. Dabei erhoht sich die Abhéngigkeit von den verwendeten
Computersystemen und deren Vernetzung, wie etwa in firmeninternen Netzen
oder gar dem World Wide Web. Durch den Ausfall einer oder mehrer Computer
kann es zu ernsten Folgen fiir den betroffen Personenkreis kommen. Da inzwi-
schen nicht nur der Luxus-Sektor mit Computersystemen ausgestattet ist, kann
sich ein Ausfall nicht nur in Unannehmlichkeiten duflern, sondern durchaus le-
bensbedrohliche Folgen haben, wie etwa im medizinischen Bereich. Meist wird bei
solch kritischen Anwendungen ein Backup-System integriert, das die Aufgaben in
einem Storfall ausreichend {ibernehmen soll. Problematisch wird diese Methode
der Absicherung durch Backup-Systeme dann, wenn nicht nur die Hardware die-
ser Systeme ausféllt, sondern schon deren Programmierung nicht korrekt ist. Die
Systeme verhalten sich in diesen Féllen exakt so, wie es deren Programmierung
vorgibt, nur erfiillen sie die gewiinschte Aufgabe nicht. Um Fehler zu vermei-
den, wird die Qualitétssicherung von den meisten Softwareherstellern mit Hilfe
von Tests durchgefiihrt. Leider konnen Tests nicht alle im realen Anwendungs-
feld einer Software auftretenden Situationen abdecken. Eine andere Moglichkeit
ist es, einen Korrektheitsbeweis der Software zu fithren, um so alle Situationen
des Anwendungsfelds zu beriicksichtigen. Bei der Grofle moderner Softwarepro-
dukte ist dies ein schwieriges und sehr zeitaufwendiges Unterfangen. Daher ist es
wiinschenswert, Verifikationen dieser Form weitestgehend automatisch zu fiithren.

Ein wichtiger Teilbereich der automatischen Programmuverifikation ist die Termi-
nierungsanalyse. Allerdings ist die Terminierung eines Programms unentscheid-
bar, so daB es kein vollstéandiges und korrektes Terminierungsanalyseverfahren
gibt. Es ist aber durchaus moglich, unvollstédndige Terminierungskriterien zu ent-
wickeln und zu {iberpriifen, ob ein Programm diese Kriterien erfiillt. Seit ein paar
Jahren werden Terminierungsanalyse-Tools entwickelt, die mit Hilfe von Samm-
lungen solcher Terminierungskriterien versuchen, die Terminierung moglichst vie-
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ler Programme nachzuweisen. Die Terminierungsanalyse-Tools arbeiten grofiten-
teils mit Termersetzungssystemen als Eingabe. Das heifit, ein Programmierer
kann ein solches Tool erst dann verwenden, wenn er sein Programm in ein ent-
sprechendes Termersetzungssystem iibersetzt. Diese Ubersetzung ist fiir die mei-
sten verwendeten modernen Programmiersprachen nicht einfach, denn diese ent-
halten Konzepte und Strukturen, welche dem Anwender entgegenkommen, aber
gleichzeitig eine Ubersetzung erschweren. Eine weitere Schwierigkeit ist es, die
Ubersetzung so zu gestalten, daf die Terminierung der resultierenden Termer-
setzungssysteme moglichst einfach nachzuweisen ist. Daher ist es wiinschenswert,
die Ubersetzung ebenfalls automatisch erledigen zu lassen.

Das Ziel dieser Arbeit ist eine Erweiterung des erfolgreichen Terminierungsana-
lyse-Tools AProVE [GTSKF04] um ein Modul fiir die Behandlung von Has-
kellprogrammen, denn Haskell [J798] ist eine der gebriduchlichsten funktionalen
Programmiersprachen. Das neue Modul soll Haskellprogramme in Dependency-
Pair-Probleme, wie sie in [GTSKO05] beschrieben sind, iiberfithren. Auf diese
Dependency-Pair-Probleme sollen die bereits in AProVE implementierten Techni-
ken angewendet werden. Aus dem erfolgreichen Endlichkeitsnachweis dieser Pro-
bleme soll die Terminierung der urspriinglichen Haskellprogramme folgen.

Ein #hnliches Modul fiir Logik-Programme wurde von Christian Kéunicke im
AProVE-Projekt realisiert und ist in seiner Diplomarbeit ,, Automatic Terminati-
on Analysis of Logic Programs® [K&au05] beschrieben. Ebenso gibt es zwei Module
fiir die Sprachen FP (funktional) und IPAD (imperativ), welche im Rahmen der
Diplomarbeit , Transformation Techniques to Verify Imperative and Functional
Programs® von Christian A. Haselbach [Has04] implementiert worden sind.

Durch das Haskell-Modul wird das erste Mal eine Unterstiitzung fiir eine voll-
wertige, reale Programmiersprache in AProVE eingebracht. Speziell fiir Haskell
liegen dabei die Schwierigkeiten in den Konzepten, die dem Programmierer an-
geboten werden:

e higher-order

e lazy evaluation

e Polymorphismus

o Typen mit Klassen

Diese Konzepte wurden so bislang in keiner Eingabesprache von AProVE beriick-
sichtigt. Die Idee, Core-Haskell statt Haskell als Eingabesprache zu wéhlen, wurde
verworfen, weil Core-Haskell so angelegt ist, dafl eine realer Lauf eines nach Core-
Haskell iibersetzten Haskellprogramms moglichst einfach und effizient gestaltet



werden kann, wahrend Aspekte, die die Terminierungsanalyse erheblich vereinfa-
chen, nur unzureichend beriicksichtigt werden, so daf§ die Terminierungsanalyse
unnotigerweise erschwert wird.

Am Anfang dieser Arbeit werden in Kapitel 2 die notwendigen formalen Grund-
lagen fiir Haskellprogramme eingefiihrt. Kapitel 3 behandelt semantikerhaltende
Reduktionen und deren Kombination zur Vereinfachung der Haskellprogramme.
Diese so reduzierten Haskellprogramme kommen den spéteren Analysen entgegen.
Im Kapitel 4 wird der eigentliche Begriff der Terminierung von Haskellprogram-
men prézisiert. AnschlieBend werden die Narrowing-Graphen eingefiihrt, welche
das Auswertungsverhalten von reduzierten Haskellprogrammen reprisentieren
und eine Erweiterung der von Sven Eric Panitz und Manfred Schmidt-Schauf} in
[PSS97] vorgestellten Termination-Tableaux sind, wobei Olivier Fissore, Isabelle
Gnaedig und Hélene Kirchner einen dhnlichen Ansatz mit ihrem Tool Cariboo
[FGKO02] verfolgen. Anhand der Narrowing-Graphen wird in Kapitel 5 ein Termi-
nierungskriterium fiir die reduzierten Haskellprogramme entwickelt. AnschlieSend
wird erklart, wie Dependency-Pair-Probleme aus einem Narrowing-Graph abgele-
sen werden konnen, so daf}, wenn diese endlich sind, das Terminierungskriterium
des Haskellprogramms, zu dem der Narrowing-Graph gehort, erfiillt ist. Das Ka-
pitel schliefit mit einem Korrektheitsbeweis, der uns bestéatigen wird, dafl aus der
Endlichkeit der abgelesenen Dependency-Pair-Probleme die Erfiillung des Termi-
nierungskriteriums folgt. Eine Strategie zum FErstellen von Narrowing-Graphen
aus reduzierten Haskellprogrammen wird in Kapitel 6 vorgestellt. Diese Strategie
erstellt einen Narrowing-Graph so, daf§ die Dependency-Pair-Probleme, die spéter
aus diesem abgelesen werden, moglichst giinstig fiir den Endlichkeitsnachweis mit
Hilfe von AProVE sind. Im letzten Kapitel werden eine Zusammenfassung und
schlieBlich einige Ausblicke gegeben.
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Kapitel 2

Haskellprogramme

In diesem Kapitel werden Haskellprogramme und deren Grundstrukturen ein-
gefithrt. Die dafiir notwendigen Definitionen sind so von uns angelegt worden,
daB sie die Informationen, die spéter fiir die Terminierungsanalyse von Haskell-
programmen relevant sind, moéglichst einfach reprasentieren. Da die Definitionen
teilweise zyklisch sind, werden hier schon einmal die benutzten Mengen vorge-
stellt:

e V: Variablen,

e N: Konstruktornamen,

e D(N): Typdefinitionen,

e T(D,V): Haskelltypen,

e CC(D,V): Klassenbedingungen,
e S(D,V): Typschemata,

e Pg(D,V): Basispatterns,

o A: ASCII-Literale,

e P(D,V): Patterns,

e Ps(D,V): Spezial-Patterns,

e A(D,V): Atome von Basis-Haskelltermen,
e Hg(D,V): Basis-Haskellterme,
e H(D,V): Haskellterme,

e CR(D,V) : Bedingte Regeln,
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R(D, V): Regeln,

R1(D,V): Regeln mit genau einem Pattern,

F(D,V): Funktionen,

C(D,V): Klassen,

[(D,V): Instanzen,

PC(D,V): Programmkonstrukte und
e SUB(D,V): Substitutionen

Die definierten Begriffe werden der Versténdlichkeit wegen anhand des folgenden
Beispiels eines Haskellprogramms verdeutlicht:

Beispiel 2.1
data Nat = Succ INat | Zero
data List a = Cons a (List a) | Nil

length :: List ¢ — Nat
length Nil = Zero
length (Cons z xs) = Succ (length zs)

contains :: Equal a = List a — a — Bool
contains Nil = False
contains (Cons z zs) y |equal z y = True

| otherwise = contains s ¥y

class Equal a where
equal :: a — a — Bool
notEqual :: ¢ — a — Bool
notEqual z y = not (equal z y)

instance Equal Nat where
equal Zero Zero = True
equal (Succ z) (Succ y) = equal z y
equal Zero (Succ z) = False
equal (Succ z) Zero = False

instance Equal a = Equal (List a) where
equal Nil Nil = True
equal (Cons z zs) (Cons y ys) = equal z y && equal zs ys
equal (Cons z zs) Nil = False
equal Nil (Cons z zs) = False
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Definition 2.1 (Variablen) Die Menge der Variablen V ist definiert als
V:i=VeWV_ wVr
wobei
e Ve die Funktionsvariablen,
e V| die lokalen Variablen und
o V1 die Typvariablen

sind. Zusdtzlich sind Vg, V. und V1 der Finfachheit halber paarweise disjunkt
und unendliche abzdhlbare Mengen.

Im Beispiel 2.1 gibt es die Funktionsvariablen length, contains, equal und
notEqual, die Typvariable a und die lokalen Variablen z,y und xs. Ein Haskell-
programm in dem Typvariablen und Variablen mit gleichen Namen vorkommen,
kénnen 0.B.d.A immer so umgeschrieben werden, dafl die Namen der Typvari-
ablen und Variablen disjunkt sind.

Definition 2.2 (Konstruktornamen) N ist eine Menge von Namen, fir die
e —c N und
e x € N und
e NNV =10

qgilt.

Spater werden aus dieser Menge von Namen die einzelnen Namen fiir Konstruk-
toren, Typkonstruktoren und Klassen bezogen.

Die Typdefinition beinhaltet alle Datentypen eines Haskellprogramms. Die Stel-
ligkeit der Konstruktoren wird hier noch nicht definiert, denn diese wird spéter
mit Hilfe der Typschemata der einzelnen Konstruktoren eingefiihrt.

Definition 2.3 (Typdefinition) Die Typdefinition D ist definiert durch:
D := (TyCons,, Classp, Consp, constrp)
wobet
o {x,—}C TyConsD CN,

e Classy C N,
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e Consp € Nund

o )= MD N Classy, = Classp N Conspy = TyConsD N Consp,

gilt. Dabei sind TyConsD die Typkonstruktoren, Classy die Klassennamen und
Conspy die Datenkonstruktoren, die innerhalb des zugehdrigen Haskellprogramms
auftreten. Die Funktion constrp : TyConsD — Pot(Consp) bildet jeden Typkon-
struktor auf die Menge seiner Konstruktoren ab. Auflerdem wird die Menge der
Typdefinitionen mit D(N) bezeichnet.

Die Typdefinition D., fiir das Beispiel 2.1 ist:
D¢, := ({—,Bool, Nat,List},
{Equal},
{True,False, Succ, Zero, Cons, Nil},
constrp,, )
mit

e constrp, (—) =10,

T

(
e constrp,, (Bool) = {True,False},
(

constrp_, (Nat) = {Succ, Zero},

constrp_, (List) = {Cons, Nil},

Es ist zu beachten, dal der Datentyp Bool in jedem Haskellprogramm vorkommt,
ohne daf} dieser explizit angeben werden mufl oder benutzt werden mufl. Genau-
so werden automatisch vom Parser die speziellen Typen und Konstruktoren fiir
die verwendeten Tupel jeder Stelligkeit erzeugt. Fiir die vordefinierten Listen die
durch die Konstruktoren [] und : erzeugt werden, ist ebenfalls der Typ [a] vor-
handen. Ungeachtet der besonderen Schreibweise von Tupeln und vordefinierten
Listen, kénnen diese immer in ihrer Prefixform geschrieben werden, so dafl hier
keine spezielle Unterscheidung zu anderen Konstruktoren unternommen wird.
O.B.d.A. kann also statt des Tupels (a, b, ¢) auch der Term (,,) a b ¢ geschrieben
werden und statt a : as kann (:) a as verwendet werden. Genauso kann fiir den
Typ [a] auch [] @ geschrieben werden. Beide Schreibweisen sind in Haskell erlaubt
und haben dieselbe Semantik.

Definition 2.4 (Haskelltypen) Die Menge der Haskelltypen T(D,V) ist die
kleinste Menge fiir die gilt:

[ ] VT g T(D,V)
e TyCons, C T(D,V)
o (1 1)€T(D,V), wenn 1,7 € T(D,V)
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Der Funktions- Typkonstruktor — € N wird 1iblicherweise in Infix-Notation ge-
schrieben, assoziert dabei nach rechts und hat niedrigere Prioritdt als alle ande-
ren Typkonstruktoren. Z.B. steht 71 — 1o — 13 abkiirzend fiir m — (15 — 73) und
fir ((— m)((— m2) 13)). Auflerdem ist V(1) die Menge der Typvariablen, die in
dem Typ T vorkommen. Es ist zu beachten, dafS unpassende Typen vom Haskell-
Typchecker abgefangen und deswegen spdter nicht mehr auftreten werden.

Im Beispiel 2.1 hat die Funktion contains den Typ
List a — a — Bool

Die Klassenbedingung Equal a nicht Teil des Typs ist.

Um die Typschemata der Funktion und Konstruktoren vollstdndig definieren zu
konnen, benotigen wir die Menge der Klassenbedingungen.

Definition 2.5 (Klassenbedingungen) Die Menge der Klassenbedingungen
CC(D,V) ist definiert durch:

CC(D,V) := Classp x T(D,V)

Fiir ein Element (c,7) aus CC(D,V) wird auch die Schreibweise ¢ T benutzt. Im
Beispiel 2.1 gibt es neben anderen die Klassenbedingung Equal a .

Jede Funktion und jeder Konstruktor innerhalb eine Haskellprogramms besitzt
ein Typschema, welches entweder direkt im Programm angegeben wird oder durch
den Typchecker erzeugt wird.

Definition 2.6 (Typschema) Die Menge der Typschemata S(D,V) ist eine
Teilmenge von Pot(V1) xPot(CC(D,V))x T(D, V) und enthdilt Elemente der Form
(Q,cs, T), wenn fir die

e Q C V(1) und

* (U(c T/)egV(T,)) C V()

gelten. Q ist die Menge von allquantifizierten Variablen des Typs T, das heifit,
dafs die Variablen aus QQ des Typschemas (Q,cs,T) immer in dessen Typ T ent-
halten sein miissen. Das gilt ebenfalls fiir alle Variablen der Klassenbedingungen
aus c¢s. Auflerdem werden fir das Typschema (Q,cs, ) € S(D,V) die folgenden
Schreibweisen benutzt:

o Vay,...,a,.cs =1, wenn Q ={ay,...,a,}

e cs=1, falls Q=10
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Zusdtzlich weist die Funktion schema : Consp U TyCons  — S(D,V) jedem Kon-
struktor und Typkonstruktor ein Typschema zu. Die Funktion schema wird spdter
durch den Typchecker festgelegt, wobei hier nicht von Interesse ist, wie dieser da-
bei im Detail vorgeht. Funktionsvariablen erhdlt thr Typschema durch die an sie
gebundenen Funktionen, die in Definition 2.19 erkldirt werden.

Das Typschema der Funktion contains des Beispiels 2.1 ist
Va.{Equal a} = List a — a — Bool
welches nicht mit ihrem Typ
List a — a — Bool

zu verwechseln ist. Im Beispiel 2.1 werden den Konstruktoren diese Typschemata
zugewiesen:

e schema(Zero) = () = Nat

e schema(Succ) = () = Nat — Nat

e schema(Nil) = () = List a

e schema(Cons) = () = a — List a — List a
Fiir die Typkonstruktoren sind es die folgenden:

e schema(Nat) = ) = «

e schema(List) =0 = % — *

e schema(TyArrow) =0 = x — % —

e schema(x) =) =

Der Typkonstruktor * ist der Typ der Typen, es ist eine sogenannte Art. In die-
ser Arbeit werden Arten nicht weiter ben6tigt und seien hier nur erwéhnt, um zu
erkldren, wie die Typschemata der Typkonstruktoren aussehen, damit spéter die
Stelligkeit von Typkonstruktoren definiert werden kann. Im Haskell-98-Report
[J198] sind die Arten (englisch: Kinds) genauer beschrieben.

Die Stelligkeit der Konstruktoren wird benétigt, weil innerhalb der Patterns von
Regeln diese exakt eingehalten werden miissen.

Definition 2.7 (Stelligkeiten von Typschemata und Konstruktoren)
Die Stelligkeit arity(7) des Typs T ist definiert durch

arity(7) :=n
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wenn T =T, — ... — T, — To gilt, wobei — der Funktions-Typkonstruktor ist
und 9 nicht die Form 1) — 7 hat.

Die Stelligkeit eines Typschemas (Q,cs,7) € S(D,V) ist als die Stelligkeit des
darin enthaltenen Typs T durch arity((Q,cs, 7)) := arity(7) definiert. Nun ist
die Stelligkeit eines Konstruktors co € Consp U TyCons_ die Stelligkeit seines
Typschemas schema(co), also:

arity(co) := arity(schema(co))

Definition 2.8 (Striktheit) In Haskell wird fir Parameter von Konstruktoren
festgelegt, ob sie jeweils strikt (1) oder nicht strikt (o) sind. Die Striktheiten
eines Konstruktors lassen sich in dem Wort sy ... s, aus {!,0}* zusammenfassen,
wobei n der Konstruktor-Stelligkeit entsprechen mufl. Die Funktion strictness ::
Conspy +— {!,0}* gibt diese Festlegungen wieder und ist definiert durch:

strictness(co) = s1 ... Sy,
wobei
® coc MD
e n = arity(co) und
® 51,...,8, €{l,0}
gilt.

Die Striktheiten fiir die Konstruktoren des Beispiels 2.1 sind:

strictness(Succ) =

strictness(Zero) =

(
(
(
(

strictness(Cons) = oo
e strictness(Nil) =

Die Basispatterns sind die Patterns, die, nachdem die Reduktionen aus Kapitel 3
angewendet wurden, nur noch in einem Haskellprogramm vorhanden sein werden.

Definition 2.9 (Basispatterns) Die Menge der Basispatterns Pg(D,V) ist die
kleinste Menge, fiir die gilt:

e V, CPg(D,V)
e (copy ... pn) € Pg(D,V), wobei
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— P1,---,Pn S PB(D>V>

— P1, ..., Pp paarweise Variablendisjunkt sein miissen, um die Linearitit
der Patterns zu gewdhrleisten.

— co € Consp und

— n = arity(co)

Definition 2.10 (ASCII-Literale) Die Menge der ASCII-Literale wird mit A
bezeichnet. Ein ASCII-Literal ist ein ASCII-Zeichen in Hochkommata. So sind
'A')'B',... € A. Die Funktion ord : A — N bildet ein ASCII-Literal auf die
Position des ASCII-Zeichens im ASCII-Code ab. Beispielsweise ist ord(’A") = 65.

Hier wird die Menge der linearen Patterns eingefiihrt, welche die Basis fiir die
Auswertung von Haskellprogrammen darstellen, da Regeln anhand ihrer Patterns
ausgewahlt werden.

Definition 2.11 (Patterns) Die Menge der Patterns P(D,V) ist die kleinste
Menge fiir die

e VL CP(D,V)

e ZCP(D,V)

e QCP(D,V)

e ACP(D,V)

o _cP(D,V)

o ~p e P(D,V), wenn p € P(D,V)

e z@p € P(D,V), wenn x € V., p € P(D,V) mit x ¢ V(p)
e (t4+n)eP(D,V), wennzx eV, neNundn >0

e copy ... p, €P(D,V), wobei

— P1y- .., € P(D,V) paarweise variablendisjunkte Patterns sind,
— co € Consp und

— n = arity(co)

gilt, wobei V(p) die Menge der Variablen ist, die in dem Pattern p vorkommen.
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Im Beispiel 2.1 gibt es neben anderen die folgenden Patterns:
(Succ )
(Cons x xs)
Nil

Definition 2.12 (Spezial-Patterns) Die Menge der Spezial-Patterns Ps(D, V)
st definiert durch:

Ps(D,V) =ZUQUAU{(z+n)|zeV,,neN}
Die vier Patterns 1, 1.002, ‘a’ und (z + 3) sind zum Beispiel Spezial-Patterns.
Definition 2.13 (Atome) Die Menge der Atome A(D,V) ist definiert durch:
A(D,V) := V| UV U Consp,

Die Menge der Basis-Haskellterme ist eine reduzierte Menge der Haskellterme.
Basis-Haskellterme sind die einzige Art von Termen, die nach Anwendung der
vereinfachenden Reduktionen aus Kapitel 3 innerhalb eines Haskellprogramms
noch vorkommen. Dadurch wird die spéatere Terminierungsanalyse, welche nur
mit Basis-Haskelltermen arbeitet, einfacher gehalten, weil weniger Sonderfille
beachtet werden miissen.

Definition 2.14 (Basis-Haskellterme) Die Menge der Basis-Haskellterme
Hg(D, V) ist definiert durch:

e A(D,V) CHg(D,V),
e (t1 t3) € Hg(D,V), wenn t1,t, € Hg(D, V)

Fiir Terme der Form (... ((t1 t2) t3) ... t,) wird im folgenden auch die abkiirzen-
de Schreibweise t; ... t, benutzt. V(t) ist die Menge der Variablen, die in dem
Basis-Haskellterm t vorkommen. Auferdem bezeichnet HS(D,V) die Menge der
Basis-Haskellgrundterme, in denen keine lokalen Variablen auftreten. Sie ist fol-
gendermaflen definiert:

HS(D,V) := {t € Hg(D,V) | V(t) NV, = 0}

Ein Term t € Hg(D, V) hat die Form ht, ... t, fir h € A(D,V), dabei wird das
Atom h als Kopf bezeichnet.

Da die Basis-Haskellterme als Arbeitsgrundlage der Terminierungsanalyse dienen,
benotigen wir fiir diese einige spezielle Relationen, die unter anderem auf der
Menge der Stellen eines Terms arbeiten.
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Definition 2.15 (Stellen) Fir einen Term t € Hg(D,V) ist die Menge der
giiltigen Stellen Occ(t) C N* die kleinste Menge, fir die gilt:

o ¢ € Occlt)

o {imre N*|ie{l,....,n},m € Occ(t;)} C Occ(t), wennt =hty ... t, und
h e AD,V)

Der Teilterm des Terms t an der Stelle m € Occ(t) wird mit t|, bezeichnet, wobei
o tl.=t
o hty ... tylir = tilr fiir h € A(D,V) und m € Oce(t;)

qgilt.
t[s]r bezeichnet den Term, der durch die Ersetzung des Teilterms t|, mit dem
Term s entsteht und ist so definiert:

o t[s]l.=s

o hty ... ty[slim=ht1 ... t;s]y ... t, fiir h € A(D,V)
Zwei Stellen m, 7" € Oce(t) konnen wie folgt in Relation stehen:

o T <ix W ist die lexikographische Ordnung auf N*

o T <pe 7 gdw. Jw € N*: mw =7’
Die allgemeine Teiltermrelation < ist definiert wie folgt:

o st gdw. Im € Occ(t): t|- = s

e st gdw. s It und s #1

Der Term CM bezeichnet einen Term, der durch einen Termkontext C"[ }} und
den Term t zusammengesetzt wurde, das heifit C‘[t] st ein Term, in dem es eine
Stelle 7 gibt, fiir die C’}[t]|7r =1 gilt.

Die eigentlichen Haskellterme werden benotigt, um die Reduktionen aus Kapitel
3 zu erkléren.

Definition 2.16 (Haskellterme) Die Menge der Haskellterme H(D,V) ist die
kleinste Obermenge der Mengen

L4 HB(D7V>
o 7,
e Q und
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o A,
welche die Elemente
e (1),
o (1 12),
e \py ... p, —t,
e if ¢ then t; else iy,
e caset of rs und
e let fsint
enthdlt, wenn
e {,11,t € H(D,V),
e py,...,p, € P(D,V),
e rs CRy(D,V) und
e fsCF(D,V)

gilt. R1(D,V) bezeichnet dabei die Menge der Regeln mit einem Pattern und
F(D,V) die Menge der Funktionen. Beide Mengen werden spdter in den Defi-
nitionen 2.18 und 2.19 erkldirt. Genauso wie bei den Typen, ist hier zu beachten,
daf$ nicht typkorrekte Terme durch den Haskell-Typchecker abgefangen werden
und deswegen spdter nicht mehr auftreten.

Haskellterme des Beispiels 2.1 sind unter anderen:
contains xs y
True

equal x y && equal xs ys

Definition 2.17 (Bedingte Regeln) Die Menge aller bedingten Regeln
CR(D, V) ist definiert durch:

CR(D,V) := H(D,V) x H(D, V)

Der erste Term ¢ des Paars (¢,t) € CR(D,V) wird als Bedingung und der zweite
Term t als Ergebnisterm bezeichnet. Fiir ein Wort (¢1,t1) ... (¢cp, 1) € CR(D, V)"
wird auch die Schreibweise

|61:t1...|6n:tn
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verwendet. Speziell fiir das Wort (True,t) aus CR(D,V)" kann die Bedingung
auch weggelassen werden und es wird =t geschrieben. Bedingte Regeln innerhalb
eines case-Konstrukts werden auch in dieser Notation geschrieben:

‘Cl — tl...|Cn — tn

Diese Schreibweise ist nur eine syntaktische Besonderheit von Haskell, wdhrend
die Semantik davon unberihrt beleibt, deswegen wird innerhalb dieser formalen
Definition auf eine solche Unterscheidung verzichtet.

Die Funktion contains des Beispiels 2.1 enthélt in ihrer letzten Regel die beiden
bedingten Regeln:

lequal x y = True
|otherwise = contains zs y

Die Funktion length des Beispiels enthélt die bedingte Regel = Zero welche
abkiirzend fiir |True = Zero steht.

Definition 2.18 (Regeln) Die Menge aller Regeln R(D,V) ist definiert durch:
R(D,V) := P(D,V)* x CR(D, V)" x Pot(F(D,V))

Firr € R(D,V) mit r = (p1...pn,cl, fs) ist die Stelligkeit arity(r) gleich n. Die
dritte Komponente fs € Pot(F(D,V)) ist die Menge der lokal definierten Haskell-
Funktionen.

Auferdem wird statt (py...py,|c1 =t1...|cy = tm, f5) auch

pl ... pala =t

|Cm = tm where fs

geschrieben. Die Menge der Regeln mit genau einem Pattern Ry(D,V) wird defi-
niert durch:

Ri(D,V) :=P(D,V) x CR(D, V)" x Pot(F(D,V))
Die letzte Regel der Funktion contains des Beispiels 2.1 ist:

(Cons x xs) y lequal z y = True
|otherwise = contains s y

Die where-Klausel wird weggelassen, wenn die Menge der lokalen Funktionen,
wie in dieser Regel, leer ist.
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Definition 2.19 (Funktionen) Die Menge aller Haskellfunktionen F(D,V) ist
definiert durch:
F(D,V) := Vg x S(D,V) x R(D, V)*

Fiir (v,s,ry...r,) € F(D,V) wird auch
Vs
VT
vy,
geschrieben.

Die an die Funktionsvariable contains aus Beispiel 2.1 gebundene Funktion

fcontains 1st:

contains :: Equal a = List a — a — Bool

contains Nil Y = False

contains (Cons z xs) y |equal x y = True
|otherwise = contains s y

fcontains i

Da die Typen innerhalb eine Haskellprogramms bei der Terminierungsanalyse
mit betrachtet werden sollen, benotigen wir auch die Definitionen der Klassen
und Instanzen eines Haskellprogramms.

Definition 2.20 (Klassen) Die Menge aller Klassen C(D,V) ist die kleinste
Teilmenge von Pot(CC(D,V)) x CC(D,V) x Pot(F(D,V)), welche nur Elemente
der Form ({c1 a,...,cy a},ca, fs) enthilt, wenn

e a €Vt und
e ca € cs fir alle (v,VQ.cs = 7,7) € fs

gilt und fs endlich ist. Die Klassenbedingungen ¢ a missen also im Typschema
jeder Member-Funktion enthalten sein, wihrend {c1 a,...,¢c, a} die Oberklassen
sind. Funktionsvariablen die an die Member-Funktionen gebunden sind, werden
auch kurz als Member-Variablen einer Klasse bezeichnet.

Im Beispiel 2.1 wire die Menge der Klassen folgende:

{(0.Equal a, fs)}
wobei fs = {( equal :: Va.{Equal a} = a — a — Bool ),

notequal :: Va.{Equal a} = @ — a — Bool )
notequal z y = not(equal = y)
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Definition 2.21 (Instanzen) Die Menge aller Instanzen |(D, V) ist die kleinste
Teilmenge von Pot(CC(D,V)) x CC(D,V) x Pot(F(D,V)), welche nur Elemente
der Form ({c1 @iy, ..., cp a5, },¢ (¢ ar ... ap), fs) € (D,V) enthdlt, wenn

® ai,...,a, € V1 und alle paarweise verschieden,
® i1,...,ip €{1l,...,m},

e ¢/ € TyCons,,,

e arity(c) > m

gilt und fs endlich ist. Die Typen a;,,...,a;, der Klassenbedingungen diirfen nur
die Variablen ai,...,a, sein, die auch in der Instanz c (¢ ay ... a,) vorkom-
men. Der Typ (¢ ay ... ay,) der Instanz muf als Kopf direkt den Typkonstruk-
tor ¢ enthalten. Dessen Parameter diirfen nur paarweise verschiedene Variablen
sein. Auflerdem muf der Typkonstruktor nicht immer vollstindig mit Parame-
tern befillt sein (arity(c’) > m), um auch den Konstruktorklassen in Haskell
gerecht zu werden. Z.B. ist Monad Maybe eine giiltige Instanz der Klasse Monad,
unabhdngig davon, daff Maybe ein einstelliger Typkonstruktor ist.

Im Beispiel 2.1 ist die Menge der Instanzen folgende:
{(0,Equal Nat, fs ),

({Equal a},Equal (List a), fs, )}

wobei
equal :: ) = Nat — Nat — Bool
= equal Zero Zero = True
El - { ! )
notequal :: () = Nat — Nat — Bool
notequal x y = not(equal z y) }
und
equal :: Va.{Equal a} = List a — List a — Bool
fs.={ equal Nil Nil = True
L2 ?

notequal :: Va.{Equal a} = List a — List a — Bool
notequal x y = not(equal z y) }
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Jetzt wird die Menge der Programmkonstrukte eingefiihrt, um spéter die freien
Variablen von diesen definieren zu konnen, welche fiir einige Reduktionen aus
Kapitel 3 gebraucht werden.

Definition 2.22 (Programmkonstrukt) Die Menge der Programmkonstrukte
PC(D,V) ist definiert durch:

PC(D,V) := H(D,V) U T(D,V) UP(D,V) UF(D,V) UC(D,V)UI(D,V)

Definition 2.23 (Freie Variablen) Die Menge der freien Variablen Vee(t) ei-
nes Programmkonstrukts t ist wie folgt definiert:

Vfree(x) = {-T}
Viree ((1)) = Viree(t) Basis-Terme, Typen und
Viee((t1 t2)) = Viree(t1) U Viree(t2) Basispatterns
Vfree()\pl oo Pn — t) = Vfree(t) \ (Vfree(pl) u...u Vfree(pn))
Viree(if ¢ then t; else ty) = Vgee(t) U Viree(t1) U Viree(t2) T
Vf,—ee(CaSG t Of TS) = Vfree(t) U Vfree(ﬁ) erme
Vfree(let fS in t) = Vfree(t) U Ufeﬁ Vfree(f)
Vfree(n) = {} )
Vfreegqg = }{
Vf a =
e > Patterns
Vfree(—) = {}
Viee((z + 1)) = {a}
Vfree( p) = {l’} U Vf,—ee( ) )
Viee(| t1 = t2) = Viee(t1) U Viee(t2) } Bedingte Regeln
Vfl’ee(( prm Crl Tma E)) . (Vfree(gl) U e U Vfree(gm)

, Regel
U UfEE Vfree(f)) \ (Vfree(pl) U...uU Vﬂ,ee(pn)) } egein
Viee((V, 8,71 75)) = Viree(r1) U ... U Viee(rn)  } Funktionen

Viee((cs; co, [5)) = Ufgﬁ Viree(f) } Klassen und Instanzen

wenn

eneN geQ,acA eV,

e t,11,t, € H(D,V),

e py,....p, € P(D,V),

o cry,...,cr, € CR(D,V),

e rs CRy(D,V) und fs C F(D,V)
gilt.
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Definition 2.24 (Substitutionen) FEine Substitution
o:V— H({D,V)UT(D,V)

aus der Menge der Substitutionen SUBS(D, V) bildet Variablen auf Programm-
konstrukte ab. Wird eine Substitution o auf ein Programmkonstruktt € PC(D, V)
angewendet, wird darin jede freie Variable v € Vgee(t) durch ihr Bild o(v) ersetzt.
Die Substitution o mit endlichem Domain (Variablen, die von einer Substitution
ersetzt werden) kann durch

o= x1/t1, ..., T /ts]

beschrieben werden, wobei x; € V und t; € PC(D,V) sind. Die Substitution o
ersetzt bei Anwendung die Variable x; mit dem Term t;.

Bei der Auswertung des Haskellterms contains (Cons Zero Nil) (Succ Zero)
mufl die zweite Regel der Funktion feoncains des Beispiels 2.1 angewendet werden.
Dazu muB8 der Matcher zwischen dem Term contains (Cons z xs) y und dem
oberen gefunden werden. Der Matcher ist die folgende Substitution:

[z/Zero,xs/Nil, y/(Succ Zero)]

Nun wird das Haskellprogramm definiert, auf dem die spiteren Analysen arbeiten
werden.

Definition 2.25 (Haskellprogramm) Fin Haskellprogramm HP ist der
7-Tupel
HP := (V,N,D, C, I, F, schema)

wobet
e V := endliche Menge von Variablen, mit den Partitionen V1, Vg und V|

e N := endliche Menge von Konstruktornamen,

D € D(N), die Typdefinition,

C C C(D,V), die Klassen,

| CI(D,V), die Instanzen,
e F CF(D,V), die Funktionen,
e schema : Consp, U TyCons, — S(D, V)
und D, C, I, F endlich sind. Auferdem sind V und N disjunkt.
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Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde ein fast vollstéindiger Parser (das syn-
taktische Konstrukt der Record-Datentypen wurde nicht mit integriert) fiir Has-
kell, wie es im Haskell-98-Report [J798] beschreiben ist, innerhalb des AProVE-
Projekts ([GTSKF04]) angelegt, wobei die Implementierung sich stark an der von
Hugs 98 [JR98] orientiert und das Modulsystem dem in [DJHO02] beschriebenen
dghnlich ist.

Der Typchecker priift ein Haskellprogramm auf dessen Typkorrektheit, wahrend
er gleichzeitig jeden darin vorkommenden Term mit dessen konkretem Typ an-
notiert. Im folgenden wird implizit von jedem vorkommenden Haskellprogramm
angenommen, dafl es, wenn nicht anders beschrieben, typkorrekt und vollsténdig
annotiert ist.

Definition 2.26 (Typannotationen) Jeder Term t innerhalb des Haskellpro-
gramms HP wird durch den Typchecker mit seinem Typ T wie folgt annotiert:

tr]

Die Typannotationen werden weggelassen, wenn sie keine Relevanz fiir den Kon-
text haben und sich die Typen implizit ergeben.

Die Funktion fiengen aus Beispiel 2.1 ist:

frengtn =(length, ) = List ¢ — Nat, rs)
length :: List a — Nat
= | length Nil = Zero
length (Cons x xs) = Succ (length xs)

Voll annotiert ergibt sich fiir sie:

J1engtn = (length‘List a_)Nat|,(7) = List a — Nat,rs)
lengthy ;g 4—yay| - LiSt @ — Nat
length‘List a—Nat| NiliList of = ZeTO|yat|
length‘List a—Nat| (Cons|a—>List a—List a| L]a| TS|List a|>|List al -
(Succiyat—wat| (1ength\List a—Nat| TS|List al)\Nat|)|Nat|

Das gleiche gilt fiir Member-Funktionen und deren Member-Variablen innerhalb
von Klassen und Instanzen.

Zusétzlich soll gelten, daf eine Substitution, die auf einen Term angewendet wird,
gleichzeitig auch auf dessen Typannotationen angewendet wird. Dies ist moglich,
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weil die Typvariablen Vt disjunkt zu den Variablen Vg W V| der Terme sind.
Beispielsweise ergibt sich fiir den Term

length|List a — Nat| TS[List af

nach der Anwendung der Substitution o := [a/Nat]| folgender Term:

(length\List a — Nat| LS|List a|)0 = length|List Nat — Nat| LS|List Nat|

Ein Typchecker fiir Haskell, der die vom Parser gelieferten Haskellprogramme
iiberpriift, wurde ebenfalls im AProVE-Projekt implementiert, wobei das voll-
stdndige Typsystem, wie es im Haskell-98-Report([J*98]) mit Klassen und Kon-
struktorklassen beschrieben ist, unterstiitzt wird.



Kapitel 3

Reduktionen

In diesem Kapitel werden die neuen Reduktionen, welche semantikerhaltend auf
ein Haskellprogramm angewendet werden koénnen, im einzelnen vorgestellt. Sie
dienen dazu, Haskellprogramme in eine strukturell einfachere Form zu bringen,
die der spéteren Terminierungsanalyse entgegenkommt. Grundsétzlich werden
die besonderen Arten von Patterns in ihre dquivalenten Basisformen iibersetzt
und alle Haskell-Sprachkonstrukte auf Funktionen zuriickgespielt, so dal am En-
de ein Haskellprogramm nur noch bedingungsfreie Funktionen aus Basispatterns
und Basistermen enthélt. Um diese Normalform zu erreichen, spielt die Reihen-
folge der Reduktionsschritte keine Rolle, solange die jeweiligen Vorbedingungen
der eingesetzten Reduktionen eingehalten werden. Eine Reihenfolge, welche die
Vorbedingungen beriicksichtigt, wird am Ende des Kapitels vorgestellt.

Bevor die Reduktionen im einzelnen erklart werden, benotigen wir hier noch eine
Beschreibung der Semantik von Haskell, um spéter die Semantikerhaltung der
einzelnen Reduktionen zeigen zu kénnen. Die Semantik von Haskell basiert auf
der Semantik des case-Konstrukts wie sie im Haskell-98-Report([J798]) definiert
und in den Abbildungen 3.1 und 3.2 angegeben ist. Die folgenden Ubersetzungen
sind laut dem Haskell-98-Report ebenfalls semantikerhaltend:

e \-Ubersetzung (\):
ApL ... pp— e=Axy ... x, — case (r1,...,2,) of {(p1,...,pn) — €}
wobei pq,...,p, € P(D,V), e € Hg(D,V) und z1,...,z, € V|
e if-Ubersetzung (I):
if e; then ey else e3 = case e; of {True — e, ; False — e3}

wobei ey, e, e3 € Hg(D, V)

27
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(a) case e of { alts } = (\v -> case v of { alts }) e
where v is a completely new variable

(b) case v of { p1 matchy; ... ; p, match, }
= case v of { p1 maich; ;
_ => ... case v of {

Pn matchy,
_ =-> error "No match" }...}

where each match; has the form:
l g1 => €1 ;5 -« 5 | Gim; —> €im; where { decls; }

(c) casewv of {pl g ->e ; ...
| gn —> en where { decls }
_ -> ¢}
= case € of
{y -> (where y is a completely new variable)
case v of {
p > let { decls } in

if g1 then e; ... else if g, then e, else y
- >y}
(d) case v of {"p->e; _—>¢€}
= (\z} ...azl, ->e1 ) (case v of { p>z1 }) ... (case v of { p -> z,})
where ey = e[z} /z1,..., 2] /1]
Z1,...,%, are all the variables in p; 7}, ..., 2}, are completely new variables
() case v of { z@p > e; _ -> € }
= casevof {p-—>(\Nz->ed)v; _->¢€}
(f) casevof {_->e; _>¢€e }I=c¢

Abbildung 3.1: Semantik des case-Konstrukts, Teil 1, Kopie aus [J798], Seite 31

e Funktions-Ubersetzung (F):

VS
VP11 ... P1,m cly where fsl
UPp1 .- Pnm cl, where fs1
v oS
V=AT] ... Ty —

_ case (Z1,...,Zm) of { (P1.1,...,P1,m) cl; where fs,

(pn,la ce 7pn,m) C_ln where En}

wobei pi 1, .. pam € P(D,V), cly, ..., cl, € CR(D,V)
und fs ,..., fs € Pot(F(D,V))
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(g) case v of { Kpi...pp, > e; _ > ¢}
= case v of {
K zxi...x, -> case 1 of {

py => ...case z, of { p, > e ; _ >¢€ } ...
- >}
- >}
at least one of pq,...,p, is not a variable; z1,...,z, are new variables
(h) case v of { k > e; _ -> ¢ } = if (v==k) then e else ¢
(i) casevof {z >e; _ >¢ }=casevof {z->e}
(j) casevof{z->e}r=(\z->e)v
(k) case Nvof { Np->e; _->¢}
—casevof {p->e; _ >¢€}
where N is a newtype constructor
() case L of { Np->e; _ >¢ }=case Lof {p->e}
where N is a newtype constructor
(m) case v of { K {fi = p , f2. = p2 , ...} > e; _—> ¢}
= case € of {
Yy —>

case v of {
K { fi =p }->

case v of {K {fo = po , ... }->e; _ >y };
- > vy }}
where f1, fo, ... are fields of constructor K; y is a new variable
(n) case v of { K {f =p} > e; _ > € }

= case v of {
Kp ...p, => e; _ > ¢ }
where p; is p if f labels the ¢th component of K, _ otherwise

(0) case v of { K {} > e; _ > ¢ }
= case v of {
K_..._->%¢e; _->¢€ }
(p) case (K'e; ...ep) of { Ky ... 2y >e; _ >e€ }=¢
where K and K’ are distinct data constructors of arity n and m, respectively
(q) case (K e ...e) of { Kwy ... 3pp > €e; _ > ¢ }
= case e of { 2} -> ... case e, of { z], -> e[z} /z1... 2}, /zs] }...}

where K is a constructor of arity n; ] ... z], are completely new variables

(r) case ey of { z+k > e; _ > € }
= if ey >= k then let {z' = ep-k} in e[z'/z] else €' (z' is a new variable)

Abbildung 3.2: Semantik des case-Konstrukts, Teil 2, Kopie aus [JT98], Seite 33
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e let-Ubersetzung (L):
let {p=e1} iney = case ¢y of {~p — €1}

wobei p € P(D,V) und ey, e; € Hg(D, V)

Die Ubersetzungen sind im Haskell-98-Report ([J+98]) auf den Seiten 16, 18, 22
und 53 bis 54 zu finden sind. Zusétzlich ist in Haskell die S-Ubersetzung

(Ax — eg) e1 = eglx/eq]

mit eg,e; € Hg(D,V) und = € V giiltig. Die Gleichungen der Ubersetzungen
lassen sich mit den Gleichungen aus Abbildung 3.1 und 3.2 zu der Kongruenz-
relation = zusammenfassen, welche so der semantischen Aquivalenz von Has-
kell entspricht. Zu dieser semantischen Aquivalenz werden nun einige Lemmata
gezeigt, um spéter die Beweise der Semantikerhaltung der neuen Reduktionen
einfacher gestalten zu kénnen.

Lemma 3.1 (let-Umbennungen (1U)) Seien
e t,u € H(D,V),

e v € Vg,
o U ¢ Viee(u) und

e 0= [v/u

dann gilt:
let {v = u}int=to

Beweis:

)
let {v = u}int = caseuof {~v — t}

9 Ay — tlv/y]) (case u of {v — v})
2y = tofy) (G0 — v)w)
= (\y — tho/y])
= tlo/ylly/al
= tv/u]
=to

wobei t und v wie oben gegeben sind. a
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Lemma 3.2 (let-Erweiterung(lE)) Seit € H(D,V), v € Vg und v ¢ Viee(t)
dann gilt:
let {v = t}inv =t

Jeder Haskellterm kann in einen let-Ausdruck wie oben eingeschlossen werden.
Beweis:

L
let {v = t}inv 9 case t of {~v — v}
d)

(Ay — y)(casetof {v — v})

B

caset of {v — v}

=

Av — o)t

B

t

wobei t und v wie oben gegeben sind. a

Lemma 3.3 (let-Substitution(ISUB)) Seien
o v € Vg,

o t € H(D,V),

f,g € F(D,V) und
s e S(D,V)

o= [v/t]

wobei die Funktion f der Form

=)

{sfig={figo;...}
Dieses Lemma besagt, daf$ die Variable v, die durch die Funktion f an den Term
t gebunden ist, innerhalb der Funktion g durch die Substitution o ersetzt werden
kann, ohne die Semantik zu dndern. Das gilt insbesondere auch, wenn f und g
verschrankt rekursiv sind.

ist, so qilt:

Der Beweis kann gefiithrt werden, indem die Rekursionsgleichungen abgerollt wer-
den. Dabei stellt man fest, dafi go schneller konvergiert als g, aber sonst dquiva-
lent ist. Wegen seiner Griffe wird der Beweis hier weggelassen.
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Lemma 3.4 (let-Lift(1L)) Seit € H(D,V) und seien

fl;"'afl?glw"agm;hla"';h'n € F(D7V>

wobei die Funktionen fi, ..., f; nicht von den Funktionen gi,..., gy benutzt wer-
den und jede Funktion f; der Form

f' _ V; LS
‘ Vi =ADi1 - Digy — i

ist. Zu den Funktionen fi,..., fi gibt es auflerdem die Funktionen fi,..., f] €
F(D,V) der Form

, )
fi= ( v
wobes

o 0 ¢ Uiy Viree(fi) U UL Viree (90) U UL Viree (hi)

(vl kommt nicht frei in den Funktionen f1,..., fi, g1,y Gm, P1, .., hy vOT),

L4 {xla .- wxj} = Vfree(fl) u---u Vfree(fl) \ VF und

N

oS

SIS TN

Tl oo X5 Pid e Piky — tia)

>

o o=[v/(Vi a1 ... x;),...,v/(v] 21 ... ;)]
e 5,5 €S(D,V)
1st. Dann gelten

let {hy;...;hy} inC}[let {fi;- 5 f005- 5 9m} int]{

=let {hi;...;ha fi;-. .5 f]} in C[let {g10;...; gmo} into] (1)
und

{h1;.. 5hyv ... = C’}[let {fi;- 5 f005- 5 gm} int]}

={hi;..shas f15 o flv ... =Cllet {gi0;...; gmo} inta]} (2)

wenn C[. . }‘ ein let-Konstrukt-freier Termkontext ist.

Die beiden Gleichung (1) und (2) sagen aus, daff die mdglicherweise verschrdnkt
rekursiven Funktionen fi,..., fi aus einem tieferen Block in den ndchst héher-
en geschoben werden konnen, auch wenn diese Variablen benutzen, die durch \-
Abstraktionen aus dem umschliessenden Termkontext C’[. . }‘ gebunden sind. Die
Funktionen fy,..., f; missen dazu leicht verdndert werden, wie es die Funktio-
nen f1,..., f] beschreiben. Zusdtzlich missen die Aufrufe der Funktion fi,..., fi
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, f| umgeleitet werden.

let {hy;...;hy} inC}[let {fi;- 5 f00- 5 9m} int}‘

(*El) let {hy;...;h,} in C‘[let {fs a5 gm)in t]{

2 2ot {hus. b} in Ot {ff: o ffigrie. g} in ]

2 tet {huieeiha} in ClLet {fle s Sl Sl Sl g15 . gm} 30 1]
S det {hy. ik} in Cflet {f& i 5 fls e fligr g} in ]
gLMt{m;.qMJincpﬁt{ﬁ%-ﬁﬁﬁﬂ%-dﬂuh%~;%ﬁinﬁ
“ et {haso by f1 s fYAn Cllet {ff5. 5 ffig1 - gm )} int]
%913t{h+-4%ﬁﬂw-qﬁ}iHCPﬁt{ﬁ?in"JEt{ﬁﬁin

=let {hy;...;hn; f1; .o

wobei

Lo e
7fic7f11/7“‘

(...

let {¢1;...

f/} in C[1let {gi0; ...

 gm} int]
; gm0’} in to]

— tz)xl .ij)

o V; LS
* fi= =\ /
Vi =APi1 -+ Piky — U
Vi S
a __ 7 7
o [i'= = (X N ,
V; = Ty ... Iy Pi1 - Dik;
Vi S
b_ K] (]
o [i= = (A . 5 — 1) .
V; = T - TiPi1 oo Dik; i) L1 .. Iy
V; S
c __ (2 (2
o fi= o
Uy =0,21 ... Ty
/ /
v, S
n __ 1 K3
.fi_ /_)\ t
V; = AT - TjiPil - Piky — U
/ /
v, S
! __ A (2
* fi= =\ . st
v; = T - XiPi1 - Pik e
und

£ g (+1)
VIED e (+4)
VOET L (+5)
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Zu (*3): Hinzufiigen von den neuen Funktionen f{, ..., f/' verdindert die Semantik
nicht, da die Funktionsvariablen vi,...,v; nicht in den Funktionen fi,..., fi,
1y 9m, h1,..., h, auftreten.

In Gleichung (¥4) wird die Substitution [vi/\ x1 ... z; pi1 ... Diky, — Uil
welche durch f!' definiert wird, auf f? einmal invers angewendet und man erhilt
f£. Dies ermdglicht, in Gleichung (x5) die Substitution o zu benutzen, da die-
se nun durch die Funktionen fi,..., ff zur Verfigung steht und so Lemma 3.3
(ISUB) erneut anwendbar ist. Gleichung (x6) gilt, weil die Funktionen fi,..., f]
nicht von den Funktion fy,..., ff, q1,...,9m oder dem Kontext C abhingig sind,
wegen Veee(f) = 0. O

Beweis von (2): Dieser Beweis ist analog zu dem von Gleichung (1). a

3.1 _-Reduktion

Jedes Joker-Pattern _ kann durch eine frische lokale Variable ersetzt werden. Es
kann nicht zuriickgewiesen werden, genau wie eine Variable, aber es bindet im
Gegensatz zu dieser keine Werte an Variablen, deshalb mufl bei der Ersetzung in
jedem Fall eine frische Variable verwendet werden. Die -~Reduktion ist definiert
durch:

x
wobei x € V| und z eine frische Variable sein muf3.

Satz 3.1 Die _-Reduktion erhdlt die Semantik.

Beweis:

Sei e, t,u € H(D,V) und x ¢ Vgee(t) so folgt

~

caseuof {_ — t; - — e}(Ea (Ax — casevof {_ — t; - — e} u

IS

Az — t)u

=

case u of {r — t}

Da jedes Joker-Pattern letztlich auf case uw of {- — t; - — e} reduziert wird
st der obere Beweis ausreichend. O
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3.2 z@p-Reduktion

Das z@p-Pattern erméglicht den Zugriff auf den Wert, der gegen das Pattern p
gematcht wird, durch die Variable z. Innerhalb der \-Abstraktion des Terms

(A z@Q(Cons y Nil) — (x,y))(Cons 1 Nil)

kann zum Beispiel mit x auf den Wert Cons 1 Nil zugegriffen werden, der gegen
das Pattern Cons y Nil gematcht wurde, so da} wir bei einer Auswertung des
Terms den Term (Cons 1 Nil, 1) erhalten. Wenn p kein ~p-, -, (x + n)- oder
r@p-Pattern enthélt, kann die Variable x einfach durch das Pattern p im Ergeb-
nisterm der Regel ersetzt werden, ohne dafl das Pattern x@p benétigt wird. Diese
Idee benutzt die x@p-Reduktion, die folgendermaflen definiert ist:

(p1 .. .C"[aj@p}‘ . DPm,CS, [5)

(p1-- C"[p]‘ ... DPm, €50, [50)
wobei
o (p1...C|z@p] ... pn,cs, fs) € R(D,V),
e x eV,
e pcP(D,V),
e p enthilt kein -, (x 4+ n)- oder z@p-Pattern und

o 0= [z/p]

gilt. AuBerdem wird 0.B.d.A angenommen, daf} alle Variablen aus Viee(p;) nicht
noch einmal durch andere Patterns gebunden werden in c¢s und fs. Dieser Zu-
stand ist durch geeignete Umbennungen immer erreichbar. Zu Beachten ist, daf
die x@p-Reduktion bei verschachtelten x@p-Pattern erst nur auf das innerste an-
gewendet werden kann, weil nur dort die Nebenbedingung erfiillt ist, daf} es keine
weiteren ~p-, -, (z + n)- oder x@p-Pattern enthilt.

Satz 3.2 Die xQp-Reduktion ist semantikerhaltend.
Beweis:
case u of {z@Qp — t; = — e} 9 case u of {p - Azx— thu; - — e}

v caseuof {p — (Az— t)p; - — e}

s

case u of {p — tlx/p]; - — e}

=caseuof {p — to; - — e}
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Zu Schritt (x):

Seien yy ...y, € V(p) mit p|r, = yi. Wenn das Pattern p den Term u matcht,
ezistiert eine Substitution (1 = [y1/ulxys -, Yn/U|x,], fir die pu = u gilt, weil p
kein _-, (x 4+ n)- oder xQp-Pattern enthdlt. Die Substitution p wird bei der Aus-
wertung des Terms case u of {p — (A x — t)u} auf den Teilterm (A x — t)u
angewendet, so daf$ dieser durch den Term (A x — t)p ersetzt werden kann,
unter der Annahme, daf die Variablen aus p nicht durch andere Patterns in t
erneut gebunden werden.

Da jedes xQp-Pattern letztlich auf case u of {z@Qp — t; - — e} reduziert
wird, ist der obere Beweis ausreichend. O

3.3 ~p-Reduktion

Das ~p-Pattern ist ein unabweisbares Pattern, das heifit, es matcht immer auf
den Eingabeterm, unabhéngig davon, ob das Subpattern p wirklich matcht. Die
Variablen werden, wenn das Subpattern matcht, wie iiblich gebunden. Im Falle,
daB das Subpattern nicht matcht, werden dessen Variablen an | gebunden. Um
diese Semantik zu erhalten, ersetzt die ~ p-Reduktion jedes ~ p-Pattern durch
eine neue Variable, welche ebenfalls ein unabweisbares Pattern ist. Die Variablen
aus dem Subpattern werden in dem Ergebnisterm durch jeweils einen Aufruf ih-
rer zugehorigen Funktionen ersetzt, welche versuchen, das Subpattern doch zu
binden und, wenn dies gelingt, das Ergebnis einer Variablenbindung zuriickzu-
liefern. Ansonsten liefern diese Funktionen | als Ergebnis. Formal ist die ~ p-
Reduktion wie folgt definiert:

(pr-..Cl~p] ... Pumscs, f5)

(pr-.. C’}[y]{ .. DPm, 50, [50)
wobei
o (p1...C| ~p]...pm.cs, fs) € R(D,V),
e (' ist ein Pattern-Kontext,
® py,...,pm € P(D,V),
p € P(D,V),

y eine frische Variable aus V| ist,

® vq,...,0, frische Variablen aus Vg sind,
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e og=Ir1/(v1Y),...,2,/(v, y)] und
o {x1,...,2,} =V(p)

gilt und die folgenden Funktionen fi,..., f, in denselben Block aufgenommen
werden miissen:

fiZZ(Uz'p = xz)

Beispiel 3.1 Der folgende Teil eines Haskellprogramms
f ~(Cons a Nil, Just b) = (a, b)
wird durch die ~p-Reduktion durch den folgenden Teil

fy = (f1y,12y)
f1 (Cons a Nil,Just b) = a
£2 (Cons a Nil,Just b) = b

ersetzt.

Satz 3.3 Die ~p-Reduktion erhdlt die Semantik.

Beweis:

caseuof {~p — t; - — e}

@ (A\y — casexof {~p — t; - — e})u

(

M= |l

"0 = (o = oo afya))
(casex of {p — x1}) ... (casex of {p — x,}))) u

@

Ay = (Ayryn = o /yn, 0/ yn])
2y — case z10f {p — z1})x) ...

~—~

z, — case z, of {p — x,}) 1)) u

(

= —~
& > >

)
((let {vy =Xz — casez of {p — z}}inwv)x) ...

((let {v, =Nz, — casez, of {p — x,}} inv,) x))) u
()
D

—~

Ay = (Ayreyn = tz/yn, o T /yn))
(let {vyp = x1}inwvy) x) ... (let{vpp = z,} inwv,) 2))) u

IL
(E)let {vip = x1;...;0,p = x,} in

Ny — (Ay1.eoyn — tlxr/ys, o Tn/yn)) (11 2) .. (v, 7)) w
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B
(E) let {vyp = 215..50,p = x,} in Ay — tlry/(v1 2),..., 2,/ (v, T)]) w
(E]) let {vyp = z1;...;0, p = x,} in
case u of {y — tlx1/(vy x),..., 2,/ (v, )]}
g let {vsp = x1;...;0,p = x,} in
case u of {y — tlxy/(vy x),...,2,/(v, )]; - — e}
wobei z1, ..., 20, Y1, - - -, Yn frische Variablen sind und

e u,t,e € HD,V) und
e peP(D,V)
qgilt.

Da jedes ~p-Pattern letztlich auf die Form case u of {~p — t; - — e}
reduziert wird, ist der obere Beweis ausreichend. |

3.4 if-Reduktion

Die if-Reduktion erzeugt fiir jedes Auftreten eines if-Terms eine neue Funktion
im selben Block. Diese Funktion hat zwei Regeln, eine fiir den then-Zweig und
eine fiir den else-Zweig. Die Patterns der ersten Regeln sind die freien Variablen,
gefolgt von True und die der zweiten Regel sind wieder die freien Variablen, aber
diesmal gefolgt von False. Der if-Term selbst wird durch einen Aufruf der neu-
en Funktion ersetzt, wobei die freien Variablen und die Bedingung des if-Terms
iibergeben werden. Formal ist die if-Reduktion wie folgt definiert:

if t then t; else t5

VI ... Ty t

wobei

Vfree(t1> U Vfree(t2> \VF - {(L’l, v >'rm}

gilt und die folgende Funktion f in den selben Block aufgenommen werden muf:

f::(v xr ... X, True = tl)

v T1 ... T, False = 1y

wobel v € VE eine frische Variable ist.
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Beispiel 3.2 Die If-Reduktion ersetzt den folgende Teil eines Haskellprogramms

decz = if (x <= 0) then 0 else (z — 1)

durch diesen Teil:
dec z = dec z(z <= 0)

dec’ z True = 0
dec’ x False = z—1
ersetzt.

Satz 3.4 Die if-Reduktion ist semantikerhaltend.

Beweis:

if ¢t then t; else {5

IS

(case t of {True — t;;False — t9})t

B

(Ax — case x of {True — t;;False — fy})t

@ (let {v" =Xz — casetof {True — t;;False — {o}}in?')¢
£ (let {v' & = case z of {True — t;False — ty}}inv’)¢
22 (vay ...oxp)t
wobei v’ eine frische Funktionsvariable ist. O

3.5 MReduktion

Jede A\-Abstraktion in einem Haskellprogramm HP entspricht einer annonymen
Funktion. Daher kann zu jeder A-Abstraktion eine dquivalente benannte Funkti-
on erzeugt werden. Die A-Reduktion nutzt diesen Umstand und erzeugt zu jeder
A-Abstraktion die dquivalente benannte Funktion und legt diese im selben Block
ab, wiahrend der A-Term selbst durch einen Aufruf der neuen benannten Funktion
ersetzt wird. Konkret ist die A-Reduktion definiert wie folgt:

ADL ... pp —

VXL ... Ty
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wobei
Vfree()‘pl oo Pn — t)\VF - {x17“‘7'rm}

gilt und die folgende Funktion f in denselben Block aufgenommen werden muf:
f:(v 1 ... Ty P1 ... DPp = t)
wobei v € V eine frische Variable ist.

Beispiel 3.3 Die A\-Reduktion ersetzt den folgende Teil eines Haskellprogramms

decBy # = Ay — if (y > z)then O else (y —x)

durch diesen Teil:
decBy x = decBy' z
decBy' =z y = if (y > z)then O else (y — z)

ersetzt.

Satz 3.5 Die A-Reduktion erhdlt die Semantik.

Beweis:
AP ... pp —
D
= A y1... Yo — case (Y1,...,Yn) of {p1 ... pn — t}
(LE)

= let{v = Ay;... y, — case (y1,...,yn) of {p1 ... Py — t}}in?’

P
(E)let{v'pl ceeDp = t}ind
I

S

(vay ... xy)

wobei y1,...,y, € VL und v € Vg frische Variablen sind. O

3.6 case-Reduktion

Das case-Konstrukt kann &hnlich reduziert werden wie ein A-Term. Es wird eine
neue Funktion eingefiihrt, die die gleichen Patterns wie das case-Konstrukt hat.
Das case-Konstrukt selbst wird durch einen passenden Aufruf der neuen Funk-
tion ersetzt. Die case-Reduktion ist wie folgt definiert:
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caset of {ry;...;r,}

VI ... Ty t
wobei

Viee(case t of {ry;...;m}) \VE ={z1,..., 2}

gilt und die folgende Funktion f in denselben Block aufgenommen werden muf:

VI ... Ty T

VI ... T Tn
wobei v € V eine frische Variable ist.

Beispiel 3.4 Der folgende Teil eines Haskellprogramms
isTenOrEleven z = case x of
10 — True
11 — True
. — False

ersetzt die case-Reduktion durch den folgenden Teil:

isTenOrEleven xz = isTenOrEleven’ =
isTenOrEleven’ 10 = True
isTenOrEleven’ 11 = True
isTenOrEleven’ _ = False

Satz 3.6 Die case-Reduktion ist semantikerhaltend.

Beweis:

caset of {ry;...;r,}

B

(Ay — caseyof {ry;...;ru}) t
!

H

(let {v' =Ny — caseyof {ry;...;r,}} ind’) ¢
(let {f'} in ') ¢t

(vay ... xp)t

g 5
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wobei
v’y
=
v,

und v € VE eine frische Variable ist. O

3.7 Bedingungsreduktion

Die bedingten Regeln innerhalb einer Regel werden in ihrer syntaktischen Reihen-
folge tiberpriift und bei der ersten Regel, deren Bedingung erfiillt ist, wird der
zugehorige Ergebnisterm zuriickgeliefert. Wenn keine Bedingung einer beding-
ten Regel innerhalb einer Regel erfiillt ist, geht der Auswerter zu der néchsten
Regel iiber und iiberpriift deren bedingte Regeln. Die Bedingungsreduktion er-
setzt die Regeln, die bedingte Regeln enthalten, durch Regeln ohne solche. Die
Ergebnisterme werden durch Aufrufe neuer Funktionen, welche die Bedingungen
tiberpriifen und den richtigen Ergebnisterm zuriickliefern, ersetzt. Aulerdem wer-
den Literalpatterns (Patterns aus Z U Q U A) und (x + n)-Patterns eliminiert,
da diese implizite Bedingungen enthalten, die ebenfalls in den neuen Funktionen
iiberpiift werden miissen.

Die Bedingungen der bedingten Regeln konnen durch eine Verschachtelung von

if-Konstrukten simuliert werden. Das heif3t, eine Funktion, welche nur Basispat-
terns benutzt und von der Form

VDL -.. DPpa |C11 =t

|c1,my = t1m, where E1

VDLk - Png |Cha = tin

|Chmy, = thym, where fs,

ist, kann durch die Funktionen fi, ..., fx, fri1 simuliert werden, wenn im Haskell-
programm die Funktionsvariable v durch die neue Funktionsvariable v; ersetzt
wird. Die Funktionen fi,..., fx sind dabei von der folgenden Form

Vi Pii ... Dni = uwo; where EZ
Vi Y1 - Yn = Vi410Y1 --- Un

fi=
mit

u; = if ¢;; thent;; else (...1if ¢;,y, then t;,,, else (Viy1 P1i --- Pni)---)
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fiir alle 1 <4 < k und die Abschluflfunktion f;.; hat diese Form:

fis1=( U1 ¥ ... Ya =Programerror )

Nach einem erfolgreichen Patternmatching in der Funktion f; wird der Term u;
ausgefiihrt, welcher durch die einzelnen if-Konstrukte priift, welche Bedingungen
einer urspriinglichen bedingten Regel gilt. Wenn eine Bedingung erfiillt ist, wird
der urspriingliche Ergebnisterm der bedingten Regel ausgewertet. Fiir den Fall,
daB keine Bedingung erfiillt ist, wird die nédchste Funktion f;;; mit denselben
Eingaben durch den letzten else-Zweig aufgerufen. Sollten am Schlufl keine Re-
geln der urspriinglichen Funktion gepafit haben, wird die Funktion f; aufgerufen,
welche die Auswertung mit einem Program error abbricht, da der Haskellauswer-
ter in der urspriinglichen Funktion genauso mit einem Program error abbricht.

Die Patterns der urspriinglichen Funktion sind im allgemeinen nicht nur Ba-
sispatterns, sondern enthalten moglicherweise noch Literalpatterns oder (z + n)-
Patterns (also Spezial-Patterns), so dafl deren impliziten Bedingungen wéhrend
der Auswertung ebenfalls iiberpriift werden miissen. Dazu werden statt der Funk-
tion f; die Funktionen f; o, ..., fir, erstellt, die diese Uberpriifung zusétzlich iiber-
nehmen. Jede Funktion f; ; iiberpriift dabei genau eine implizite Bedingung eines
Spezial-Patterns. Die Funktionen sind folgendermaflen aufgebaut:

o fig= Vi,0 pll,z',O p,n,z',o = i1 bip pll,z',O p;m,z',o
K Vio Y1 oo Un =Vi+10Y1 --- Yn
firalle 1 <7<k
o fii=( " True phij o Phij = Vg1 big Plij - Poig
Z’j Vi Yo n N =Vi+1,0Y1 --- YUn
firallel <i<kund1<j<rmr
.« = ( Vip, True pii.. ..o P, = tio;where [s.o; )
b Vir; Yo Y1 coe UYn =Vi+10 Y1 --- Yn
firalle 1 <7<k
® fri10= ( Ugt1,0 Y1 ... Yn = Programerror )
Dabei werden die Terme b, ..., b;,, , die Bedingungen aufnehmen und die Pat-
terns pl ; i, ..., Py, ; 90 erstellt, da diese zum richtigen Zeitpunkt den Auswerter

zur Bedingungspriifung unterbrechen. Die Funktion f;,, iiberpriift keine weiteren
Bedingungen von Spezial-Patterns und wihlt, wie die Funktion f; im einfachen
Fall ohne Spezial-Patterns, den richtigen Ergebnisterm der urspriinglichen be-
dingten Regel mit Hilfe des durch die Substitution o; angepafiten Terms t; aus.
Dabei ist der Term

t; = if ¢;1 then t;; else (... if Cipm, then t,,, else (Vip1,0 Pliy, - Prir) )
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dghnlich zu dem Term u; aus der Funktion f; aufgebaut. Die Substitution o; dient,
dazu die Variablen der (x+n)-Patterns mit den richtigen Werten zu binden, denn
die Variable x mufl den Wert y —n bekommen, wenn y gegen das Pattern (x +n)
gematcht wird.

Im folgenden wird der komplexe Aufbau der Patterns p} ; ;,...,pj,; ; der Funktion
fi,; motiviert. Danach werden die Terme b, , ..., b;,, , der Bedingungen und die
Substitution o; erklart. Zum schlufy dieses Abschnitts wird dann die Bedingungs-
reduktion zusammengesetzt.

Die Patterns p), ;,...,p),,; ; sind direkt abhiéingig von den Patterns py;,...,pn;
der Regel ¢ aus der urspriinglichen Funktion.

Der Einfachheit halber fassen wir die Patterns py,,...,p,; der Regel i in dem
Tupel pats wie folgt zusammen:

pats, := (P1is -+ s Pnyi)

Wenn das Pattern pats, gegen einen Term gematcht wird, werden die Subpatterns
aus pats, durch den Auswerter in der lexikographischen Reihenfolge ihrer Stellen
gematcht (Die Zusammenfassung in den Tupel pats, ist zuléssig, weil sich genau
dieselbe Reihenfolge ergibt, wenn die Regel ¢ der ursprunghchen Funktion gegen
n Eingabeterme gematcht wird.)

Um die Spezial-Patterns aus pats, zu entfernen, mufl deren Verhalten anders
emuliert werden. Das erfordert das Unterbrechen des Auswerters an den jeweiligen
richtigen Stellen, um dort deren nétige Bedingungen zu iiberpriifen. Sei nun 7, o
die erste Stelle (nach der lexikographischen Reihenfolge <o) mit pats |, €
Ps(D,V). So wird, um den Auswerter an dieser Stelle zu unterbrechen, an jeder
nachfolgenden Stelle von 7 eine Variable in pats, eingesetzt und man erhélt das
Pattern pats welches formal wie folgt definiert i ist:

pats’. .= varrep(; o, pats.)
mit

varrep(p, t) := t[zu),, - - - [21] 1, Wobei {p1,...,pn} = {p" € Occ(t) | p <iex p'},
P1 <lex -+ - <lex Pn und
21, ..., 2 € VL frische Variablen sind.

Die Funktion varrep setzt an alle nachfolgenden Stellen von p eine frische Variable.
Dieses Vorgehen stoppt tatséchlich das Patternmatching an der Stelle m; ¢, weil
das Matching einer Variablen gegen einen Term keine weiteren Auswertungen
anstoBt und somit neutral ist. Die Reihenfolge der Ersetzungen im Ausdruck
t[2n)pn - - - [21]p ist umgekehrt, da moglicherweise die Position p; <iex p; tiber
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der lexikographisch nachfolgenden Position p; steht, es gilt also moglicherweise
Pi <pre Pj, 50 dafl nach einer Ersetzung mit einer frischen Variablen an Position
pi die Stelle p; nicht mehr existiert. Eine Regel, die einen Term gegen pats’ [z],,
matcht, kann nun die Bedingung fiir das ersten Spezial-Pattern in pats priifen,
da die Variable  an den richtigen Wert gebunden ist. Beispielsweise sei

pats, = ((Just u) : zs, Just 1,[],0)
mit u, zs € V. So ergibt sich fiir pats; folgender Wert:
pats’ = ((Just u) : xs, Just 1,9, 2)

Alle Positionen nach dem ersten Spezial-Pattern 1 an der Stelle m; o = 2 1 sind
durch die frischen Variablen y,z € V| ersetzt worden. Das Pattern 1 wird nun
noch durch die neue Variable z € V| ersetzt, um den Wert, gegen den 1 gematcht
werden wird, fiir die Bedingungspriifung verfiighar zu machen. Zusammen ergibt
sich so das Pattern:

patsi[z]y,, = ((Just u) : w5, Just z,y, 2)

mit u, s, x,y,z € VL

Nach dem Matching mit Pattern pats’[z], , kann die Bedingung b; ¢ gepriift wer-
den. Fiir das Beispiel ist es die Bedingung x == 1.

Um nach der Bedingungspriifung fiir das Spezial-Pattern an Stelle 7; o das Pat-
ternmatching an der unmittelbar nédchsten Stelle wieder aufzunehmen, wird das
Pattern pats”[2'],, gegen den Term pats'[z],, gematcht, wobei z' € V| eine
frische Variable ist, m; 1 die Stelle des néichsten Spezial-Pattern nach ;o ist und

pats! = varrep(m; 1, pats [7]r, )

gilt. AuBerdem kann das Pattern pats’[z]r,, als Term aufgefaBt werden, da es
keine Spezial-Patterns mehr enthélt.

Da in dem Beispiel das Pattern 0 das néchste Spezial-Pattern an Stelle m; ; nach
75,0 iSt, gllt
pats! = ((Just u) : xs, Just ,[],0)

und
pots! o], = ((Just u) : s, ust . 1.+

Das erneute Matchen an Stellen kleiner oder gleich ;( ist erfolgreich und dort
werden auch keine weiteren Auswertungen angestofien, da der Term pats”[2] , ,
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und das Pattern pats’ (2], , an diesen Stellen gleich sind. So werden nur die Ter-
me zwischen ;o und 7;; gegen die Pattern zwischen ;o und m; ; gematcht und
eventuell Auswertungen dabei erzwungen. Die Patterns ab Stelle 7;; sind nur
Variablen und koénnen so keine Auswertung anstoflen, so dafl bei erfolgreichem
Matching die Bedingung b; ; fiir das Spezial-Pattern an Stelle 7; ; {iberpriift wer-
den kann. Danach wird das Patternmatching nach Stelle 7; ; wieder aufgenommen
bis dieses wieder an Stelle 7; 5 unterbrochen wird und so weiter.

Nach dem oben vorgestellten Prinzip werden die Patterns pj,,...,pj,,;; der
Funktion f; ; wie folgt festgelegt:
(pll,z',jv e ap,n,z',j) = Varrep(md,]&tsi [yz‘,o]m,o o [yz',j]m,j)

wobei

o {mio,-- Tip—1} = {m € Occ(pats,) | (pats,|-) € Ps(D,V)},

e pals, = (P1is- -+, Pns) und

o Tio <lex - - - <lex Tir—1 gilt und

® Yi0,---,Yir—1 frische Variablen sind.

Die Stellen 0, ..., m 1 aller Spezial-Patterns sind also lexikographisch auf-
steigend geordnet, und in pats; gibt es keine weiteren Spezial-Patterns.

Das Patternmatching der Spezial-Patterns Ps(D, V) besteht aus der Priifung be-
stimmter boolescher Bedingungen, welche aus Aufrufen der Funktionen == oder
>= zusammengesetzt sind. Die Bedingungen b;,...,b;,,—1 in den Funktionen
fios---, Jir;—1 konnen nun das Matching der Spezial-Patterns emulieren, da die-
se die zu matchenden Terme gebunden an die Variablen v, o, ..., y;,,—1 vorfinden
und der Auswerter im richtigen Moment unterbrochen wurde. Die Bedigungen
sind wie folgt festgelegt:

b oo Y >=n falls pats |, ; = (z +n),
ey == pats |r,; falls pats |-, € ZUQUA

Wenn Bedingung b; ; zu True ausgewertet wird, nimmt die Funktion f; ;11 das
Patternmatching an der direkten Stelle nach 7, ; wieder auf.

Zusétzlich mufl bei den (z + n)-Patterns die Variable z an den richtigen Wert
gebunden werden. Diese Aufgabe iibernimmt die Substitution o; 1= 0,0...0;,,-1,

wobei
[z/(y;;—n)] falls pats.
0;5 = —
7 id falls pats,

Wi,j:(x+n>7
n, ELZUQUA

gilt.
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Die Funktion f;,, iiberpriift keine weitere Bedingung und ihre Patterns sind fol-
gendermaflen festgelegt:

(p,Limi? cet 7p/n,i,n-) = patsi [yi,O]m,o Tt [yz',n_1]7ri,ri_1

Es werden also die Patterns nach dem letzten Spezial-Pattern an Stelle m;,, ,
gepriift bevor der Ergebnisterm ¢;0; ausgwertet wird.

Da nun alle Teile erklart sind, kann die Bedingungsreduktion wie folgt zusam-
mengesetzt werden:

UPL1 -.. Do lC11 =t

|c1,my = t1,m, where El

UDik - Png |Cha = tra

|Chmy, = tieymy, Where fs,

/ / o / /
UP11,0---Pn1o= V1,0 P110 -+ Pnio
v / Sy / /
P1io - Prniko™ Yk0P1ko - Pniko
Dabei miissen die folgenden Funktionen fi1,..., fir., fit1,0 in denselben Block
aufgenommen werden miissen:
/ / _ / /
o fio= Vio P10 - Pnio = Uil bi,o P10 -+ Pnipo
27 - —_
Vio Y1 oo Yn =Vi+1,0 Y1 --- Yn
firalle 1 <7<k
/ / _ / /
° f o /UZ,] TI'ue pl,l,] oo pn,z’,j —_— UZ,]+1 bl,j pLZJ o e pn,i,j
Zh] - —_
Vij Yo n oo Yn =Vi410Y1 --- Yn
firallel1 <:<kund1<j<r;
/ /
.o fi = Uiy, True phi.. ... Phi, =tio;where fso;
LTy _
' Vir: Yo Y1 e Un =Vit1,0Y1 - Yn
firalle 1 <7<k
® fit10= ( Uk+10 Y1 ... Yn = Program error )
wobei

Tig (ZL’—I—H),

b Yij >=1n falls pats.
o b = -
" n, falls pat$i|m’j cZUQUA

B Yij == pats,
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® 0, =0i0---04pr;—1 mit Oi,j = [x/(yw—n)] falls p_atsi\m.’j - (x + n),
id falls pats |, € ZUQUA
i (pll,i7j> oo ap/n,i,j) = Varrep(m,j,patsi [yi,O]ﬂ'i,o s [yi,j]ﬂ'i,j)

fir alle 1 <4 <r; und
(pll,z',rp s 7p;’L,i,Ti) = patsi [yi,O]m,o - [yz',n_1]7ri,ri_1

mit

— {mio, - Tip—1} = {7 € Occ(pats,) | (pats |-) € Ps(D,V)},

— pats, := (pii; .-, pn,;) und

= T <lex - - - <lex Mir;—1 gllt und

— Y0, - - - Yir—1 frische Variablen sind.
und
t; = if ¢;1 then t;y else (... if Cipm, then t;,,, else (Vip10 Pliy, - Prir) )
gilt.

Beispiel 3.5 Durch die Bedingungsreduktion wird die folgende Funktion'

detect :: Lista — Char — Int — Bool — Int
detect Nil ' (x+1) True = =z
detect (Consaas) x y z lengthas > 3 = 0

durch diese neue Funktion ersetzt:
detect Nil z1 21 22 = detectAO Nil z1 21 22

detect as « y z = detectBO as T Yy z
detectA0 Nil 1 21 22 =detectAl (x1=="b") Nil =zl z1 =22
detectA0 yl 92 y3 y4 = detectBO yl  y2 y3 y4
detectAl True Nil =zl 22 21 =detectA2 (22>=1) Nil =zl 22 =21
detectAl 90 yl  y2 y3 y4 = detectBO yl  y2 y3 y4
detectA2 True Nil z1 22 True =2z22-1
detectA2 90 yl  y2 y3 y4 = detectBO0 yl y2 y3 y4
detectBO (Consaas) = y =z = if (lengthas > 3)thenO

else detectCO (Cons a as) x y z
detectBO yl y2 y3 y4 =detectCO yl y2 y3 wy4

detectCO yl 92 y3 y4 =error

1{Ublicherweise sind Funktionen die soviele sonderfiille aufeimal beinhalten sehr grof, so daf
hier eine weniger sinnvolle Funktion gewahlt wurde, welche aber die wesentlichen Aspekte der
Bedingungsreduktion beleuchtet.
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Satz 3.7 Die Bedingungsreduktion erhdlt die Semantik.
Beweisidee:
Da sich aus der Semantikregel (g) aus [JT98, Seiten 31-33] die Auswertungs-

rethenfolge eines Konstruktorpatterns ablesen lifit und es genau der lexikogra-
phischen Reihenfolge der Position in einem Pattern entspricht, sind die Unter-

brechungen einer Auswertung an den Stellen m,..., T r,—1 exakl die, an der
die Auswertung der Spezial-Patterns folgen wiirde. Die Funktionen fio, ..., fir,
erzwingen so per Definition, daff die Bedigungen b;1,...,b;,,—1 zum richtigen

Zeitpunkt ausgewertet werden. Die Bedingung einzelner Patterns aus ZU Q U A
entspricht der aus Semantikregel (h) und die Bedingung eines (x + n)-Patterns
entspricht der aus Semantikregel (r). Auflerdem werden die Substitutionen
Tily---s0ir—1, ebenfalls wie in Semantikregel (r), festgelegt.

3.8 newtype-Reduktion

Die newtype-Deklaration dient dazu, einen namentlich neuen Typ auf der Ba-
sis eines schon vorhandenen Typs, einzufiihren. Dieser neue Typ ist strukturell
identisch mit dem Basistyp, aber wird im Typsystem als vollig neuer und frem-
der Typ verstanden. Syntaktisch wird zwischen diesen beiden Typen mit einem
Kapselkonstruktor, der den neuen Typ kapselt, unterschieden. Sei beispielsweise
folgende newtype-Deklaration in einem Haskellprogramm angegeben:

newtype NewBool = NB Bool

Diese newtype-Deklaration fithrt den neuen Typ NewBool auf der Basis von Typ
Bool ein. Die Kapselung iibernimmt der Kapselkonstruktor NB. Syntaktisch un-
terscheiden sich Kapselkonstruktoren und normale Konstruktoren nicht, aber das
Verhalten wiahrend des Matchings ist unterschiedlich. Fiir einen Kapselkonstruk-
tor K hat der Wert K L die gleiche Semantik wie L. Insbesondere wenn das
Pattern K x gegen | gematcht wird, wird x an den Wert L gebunden und schei-
tert nicht, wie es fiir einen normalen Konstruktor der Fall wére.

Die newtype-Reduktion ersetzt die Kapselkonstruktoren durch frische norma-
le Konstruktoren und pafit die Patterns so an, dafl diese semantisch den Pat-
terns aus dem Kapselkonstruktor entsprechen. Das Pattern (K;...(K, x)...)
mit Kapselkonstruktoren Ki,..., K, und Variable x ist unabweisbar. Dem ent-
sprechend wird es zu ~ (K ... (K, x)...) umgeschrieben und die ~p-Reduktion
darauf angewendet. Fiir Patterns der Form (K ... (K,(c¢p1 ... pm))...) ist kei-
ne Anpassung notig, wenn ¢ ein normaler Konstruktor ist, da der gekapselte Wert
sowieso ausgewertet werden mufl; wenn das Pattern (¢ p1 ... pn) gegen diesen
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gematcht wird. Falls die Patterns pq, ..., p,, wieder Kapselkonstruktoren enthal-
ten miissen diese ebenfalls eliminiert werden. Formal ist die newtype-Reduktion
wie folgt definiert:

(Ky... (K 2)...)

~(K . (K 7))

und
(Kl(Kn(cpl pm)))
(Kj...(K!'(cp1 ... pm))---)
Dabei sind K7, ..., K] die neuen normalen Konstruktoren zu den Kapselkon-
struktoren K, ..., K,, wihrend ¢ € Consp ein normaler Konstruktor ist und

p1,-- -, pn Patterns aus Pg(D, V) sind.

Satz 3.8 Die newtype-Reduktion ist semantikerhaltend.
Beweis:

Seien im folgenden u,t,e € H(D,V), /2" € V| und 0 < i < n.
o full 1:

case (Ki...(Kyu)...)of {(Ky...(K,(ep1... pm))...) — t; - — e}

5 case (Ky... (K, u)...)of {(Ky... (K, (cp1... pm))...) — t; - — e}
(Ek) .(Ek) case K, uof {K, (cpr1... pm) — t; - — e}

®)

caseuof {¢p1... pm — t; - — €}

s

(A2' — casez’ of {cp1... pm — t; - — €e})u

=

case u of {r' — casex’ of {¢p1... p — t; - — e}}

i

case K, uof {K,x — casea’ of {¢p1... pm — t; - — e}}

i

case K, uof {K, (¢cp1... pm) — t; - — €}
©

i

i

case (K| ... (K, u)...)of {
K2z — casex’ of {(Ky...(K! (¢p1... pm))--.) — t; - — e}}

i

case (K| ... (K, u)...)of {(K]...(K/, (¢p1... pm))...) — t; - — e}
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o Fall 2:
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o Fall 3:
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case u of {z — t}
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S

Az — t)u
Az — tlz/2]) u

— —~ —~
) S, (=]
~ ~ =

s

20 S )

case (K;... (K u)...)of {(Ky...(K] x)...

(d

=

case L of {(Kit1... (K, (cpi .. pm))--.

case Lof {¢p1... pm — t; - — e}

case L of {K, (cp1... pm) — t; - — e}
=...=case Lof {(K,...(K, (cpi... Pm))--.

caseuof {r — t; - — e}

(A 2" — tlz/2]) (A 2" — 2")) u)

(A 2" — t[z/2']) case u of {z" — 2"

o1

(Ki...(K;L)...)of {(Ky...(Kp(cpr... pm))...) — t; - — e}

) =t - — e}

case L of {K, (cp1... pm) — t; - — e}

) = - — e}

= case (Ki...(K; L)...)of {(K]...(K] (¢cp1-.. pm))...) — t; - —

(Ki...(Kpu)...)of {(Ky...(K,z)...) = t; - — e}

(A2’ — tlx/2]) case K] uof {K| x — x}

) — x}

= case (K| ... (K u)...)of {~(K]...(K] x)...)— & _ — e}

e}
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o Fall 4:

case (Ky...(K; L)...)of {(K;...(K,z)...) = t; - — e}

*)
(i

s

case L of {(K;11...(Kpx)...) — t; - — e}

—

—
=
~

.= case Lof {K,x — t; - — e}

—~
—
=

case Lof {x — t; - — e}

.
=

case | of {z — t}

=

Az — t) L
(Az' — tlz/2]) L

s

" = ta)a]) (A e — 2) 1)

s

(A2’ — tlx/2]) case L of {2" — ")}
= (A2 — tlz/2']) case L of {K] x — z}
(A 2" — t[z/2]) case L of {(K]...(K| x)...) — z}

s
i

(A" — t[z/2])
(KD L) ) of (K. (KL 2)..) — x)

case (K
it

—_~

=

case (K;...(K! 1)...)of {~(K{...(Kx)...)— t; _ — e}

3.9 1let-Reduktion

Die let-Reduktion verschiebt alle Funktionen, die in einem let-Konstrukt lo-
kal definiert werden, in den direkt {ibergeordneten Block. Dabei verlieren lokale
Variablen, die aulerhalb durch ein A gebunden werden, ihren Bezug. Das wird
vermieden, indem die Funktionen weitere Parameter erhalten, um diesen Bezug
wieder herzustellen. Beispielsweise sei folgender Term in einem Haskellprogramm
enthalten:

let {z = 3}indaz — let{ry =y * a2}inrbd + 2

Ein einfaches Verschieben der Funktion r y = y * =z in den iibergeordneten
Let-Block wiirde zu folgendem fehlerhaften Term fithren:

let{z = 3;ry =y xa}fin e — rd + z
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Die Variable x in der Funktion r ist vollig ungebunden und koénnte nicht mehr
ausgewertet werden und der Term r 5 + 2z erhédlt dadurch eine abweichende
Semantik. Dieses Problem kann vermieden werden, indem die Funktion r um
einen Parameter wie folgt erweitert wird:

let{z = 3;rxy =y *xax}tindex — raxb + z
Nun hat die Variable z innerhalb der Funktion r wieder eine klare Semantik und

der Term r x 5 + z liefert wieder das erwartete Ergebnis. Nach diesem Prinzip
arbeitet die let-Reduktion, welche wie folgt definiert ist:

let {f1;...; fn} int

to

wobei
(] a:[vl/(vi 1 ... xj),...,vl/(vl’xl .Qf])]

° {ZL’l, ceuy l’j} = Vfree(fl) U---u Vfree(fl) \ VF

gilt und die folgenden Funktion fi,..., f! in denselben Block aufgenommen wer-
den miissen:
A
UZ .o 82
/
;o UV, X1 oo Ty P11 -+ Pikg,l = tiO'
1l =
/ —
Vi X1 oo Tj Pitmy -+ Pikim; = Li0

fiir jede Funktion f; der Form

V; LS

Vi Ping - Dikit = b
fi= )

Vi Pitm; - Dikimi = i

Satz 3.9 Die let-Reduktion erhdlt die Semantik.

Beweis:
Die let-Reduktion entspricht einem Spezialfall des Lemmas 3.4 (IL)und ist damit
schon giiltig. o
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3.10 Literalreduktion

Die Literalreduktion iiberfiihrt die Zahlenliterale aus Z in ihre Peano-Darstellung
unter Verwendung der Konstruktoren Succ, Pred und Zero, des Typs Int,
wahrend Zeichenliterale aus A in die mit dem Konstruktor Char umschlossene
Peano-Darstellung ihrer Position im ASCII-Code iibersetzt werden. Auflerdem
sind die Konstruktoren von Int nur innerhalb der Prelude zu sehen (sie werden
von der Prelude nicht exportiert), so dafl ein Haskellprogramm, welches die Prelu-
de importiert, nicht auf diese zugreifen kann und daher diese ebenfalls definieren
und mit eigener Semantik verwenden kann. Fiir den Typ Float ist bis jetzt noch
keine Behandlung vorhanden. Die offensichtlichen Darstellungen durch Mantisse
und Exponent oder durch einen Bruch (Z#hler und Nenner) sind fiir die spéte-
re Terminierungsanalyse nicht hilfreich und wurden deshalb verworfen, denn die
Komplexitat der primitiven Funktionen

primPlusFloat, primMinusFloat, primMulFloat, primDivFloat,...

ermoglicht dabei keine giinstigen Abschétzungen. Bis jetzt wurden noch keine
sinnvollen Alternativen gefunden, so dafl die primitiven Funktionen fiir den Da-
tentyp Float erstmal durch L definiert sind. Die Literalreduktion ist formal wie
folgt definiert:

n

fromInt (Succ ...(Succ Zero)...)

(.

-~
n-mal

—n

fromInt (Pred ... (Pred Zero)...)

n-mal

C

Char (Succ ...(Succ Zero)...)

m-mal

wobei n € N, ¢ € A und m = ord(c) gilt. Der Funktionsaufruf von fromInt dient
dazu, die Peano-Darstellung, die den Ergebnistyp Int hat, in beliebige Typen, die
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zu den Klassen Integral oder Num gehoren, zu iiberfithren. Jeder dieser Typen
hat eine spezielle Instanz der Funktion fromInt definiert.

Satz 3.10 (Die Literalreduktion ist semantikerhaltend fiir Z und A)
Die Implementierung der Funktionen (siche Anhang A)

primPlusInt, primMinusInt, primMullnt, primDivInt,...

mit den Konstruktoren fir die Peano-Darstellung stellt einen Isomorphismus zu
den ganzen Zahlen mit den Funktionen 4+, —, %, /,... dar, daher ist die Literal-
reduktion semantikerhaltend.

Der Beweis, daf$ unsere Implementierung ein Isomorphismus zu den ganzen Zah-
len ist, wird wegen seiner Grioffe und seiner strukturellen Finfachheit weggelassen.

3.11 Reduktionsstrategie

Die in diesem Kapitel vorgestellten Reduktionen kénnen nicht ganz in beliebi-
ger Reihenfolge angewendet werden, da deren Vorbedingungen jeweils erfiillt sein
miissen. In bezug auf die Terminierungsanalyse scheint die Reihenfolge, wie sie
im Algorithmus Reduce abgearbeitet wird, giinstig zu sein. (Bis jetzt konnte die
Qualtitdt von Reduce nocht nicht ermittelt werden, da die Evaluierung fiir die
gesamte Terminierungsanalyse noch aussteht.) Der Algorithmus Reduce reduziert
ein Haskellprogramm, welches den Typ Float nicht benutzt, auf ein dquivalen-
tes Haskellprogramm, dessen Funktionen nur Basisterme, Basispatterns und nur
bedingten Regeln der Form |True = ¢ enhalten:

Input : Haskellprogramm HP
Output : Haskellprogramm HP
A-Reduktion;
case-Reduktion;
if-Reduktion;

~p-Reduktion;

_~Reduktion;

r@p-Reduktion;
Bedingungsreduktion;
if-Reduktion;
newtype-Reduktion;
~p-Reduktion;
let-Reduktion;
Literalreduktion;

return HP;

© 00 N O Uk W N

e e =
W N = O

Algorithmus 1 : Reduce
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Die Idee des Algorithmus ist es, jede Reduktion solange anzuwenden, bis diese
alle Programmkonstrukte, auf denen sie arbeiten kann, eliminiert hat. Die zwei-
te Anwendung der ~p-Reduktion reduziert die ~p-Patterns, die moglicherweise
durch die vorausgehende newtype-Reduktion entstanden sind. Ahnlich verhalt
es sich mit der zweiten Anwendung der if-Reduktion, denn diese reduziert die
if-Terme, die durch die Bedingungsreduktion wieder entstehen. Da alle iibrigen
Reduktionen keine Programmkonstrukte aufler Funktionen einfiihren, sind nach
Schritt 3 keine A-Abstraktionen, case-Terme oder if-Terme mehr vorhanden.
Nach Schritt 6 sind die ~p, _ oder x@p-Patterns beseitigt und nach Schritt 10
gibt es keine Spezial- oder newtype-Patterns mehr. Nach Schritt 11 und 12 fallen
let- und Literalterme weg.

Nach Anwendung dieses Algorithmus kann ein Haskellprogramm nur noch be-
dingungsfreie Funktionen aus Basispatterns und Basistermen enthalten. Wenn in
den folgenden Kapiteln von einem Haskellprogramm HP gesprochen wird, ist es
immer durch den Algorithmus Reduce vereinfacht worden.

Die einzelnen Reduktionen wurden innerhalb des AProVE-Projekts (|[GTSKF04])
als Prozessoren, wie sie von Martin Mertens in seiner Diplomarbeit mit dem The-
ma ,, Modularity, Strategies and Proof Management in Automated Program Veri-
fication“ [Mer05] beschrieben sind, implementiert. Ein Strategie-Programm, das
diese Prozessoren entsprechend dem Algorithmus Reduce abarbeitet, ist ebenfalls
erstellt worden. Syntax und Semantik von Strategie-Programmen sind ebenfalls
in [Mer05] beschrieben.



Kapitel 4

Startterm-Analyse

Der iibliche Terminierungsbegriff, der bei anderen funktionalen Sprachen oder gar
den Termersetzungssystemen in der Art definiert ist, daf§ jede in einem Programm
vorgefundene Funktion mit ihren Unterfunktionen fiir alle Eingaben zusammen
terminiert, ist in Haskell nicht sinnvoll. Viele Funktionen, die allein in der so-
genannten Prelude definiert sind, terminieren nicht. Diese werden aber in Pro-
grammen verwendet, die an sich schon als terminierend betrachtet werden. Dieser
scheinbare Widerspruch ist ein Folge der Auswertungsstrategie von Haskell, wel-
che fiir bestimmte Terme nicht fordert, bis zu deren Normalformen auszuwerten,
denn Haskell benutzt eine sogenannte ,lazy“ Auswertungsstrategie. Ob also eine
Auswertung eines Funktionsaufrufs zum Stillstand kommt, héngt unter anderem
davon ab, wie viele Informationen der Aufrufer benotigt und wie viele Auswer-
tungsschritte dafiir ausgefithrt werden miissen. Andererseits ist es genauso von
Bedeutung, welche Parameter die Funktion iibergeben bekommt. Es ist iiblich,
da in Programmen Funktionen definiert werden, welche partiell terminieren,
wéhrend alle anderen Funktionen solche Funktionen nur fiir bestimmte Parame-
tersitze aufrufen. Durch den Aufrufer wird letztlich bestimmt, welche Teile einer
Funktion wirklich relevant werden.

Der sogenannte Aufrufer oder auch Einsprungspunkt in ein Haskellprogramm ist
in vielen Haskell-Implementationen der Term, der an die Funktionsvariable main
gebunden ist. Das heif3t, ein Haskellprogramm terminiert, wenn die Auswertung
des an main gebundenen Terms terminiert. Wir wollen uns hier aber nicht auf
diese starre Definition beschrénken, sondern lassen beliebige Grundterme als Fin-
sprungspunkte zu. Ublicherweise ist die Terminierung einer Funktion fiir genau
einen Parametersatz, welches einem Grundterm als Einsprungspunkt entspricht,
weniger von Bedeutung. Viel mehr ist die Aussage, ob eine Funktion fiir beliebig
komplexe Eingaben terminiert, von Interesse. Das 1d3t sich am besten durch Va-
riablen in dem Term, der als Einsprungspunkt dient, beschreiben. Eine partielle
Terminierungsanalyse schliefit diese Idee mit ein, da es keine Verpflichtung gibt,
innerhalb des Terms, der als Einsprungspunkt dient, alle Parameter einer Funk-
tion mit Variablen zu belegen.

57
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Beispielsweise sei zu dem Haskellprogramm aus Beispiel 4.1 der Term double =
als Einsprungspunkt gew#hlt.

Beispiel 4.1

data Nat = Succ Nat | Zero

data List a = Cons a (List a) | Nil

take _ Zero = Nil

take Nil - = Nil

take (Consyys) (Succn) = Consy (take ysn)
double Zero = Zero

double (Succ z) = Succ (Succ (double z))

infinity = Succ infinity
from z = Cons x (from (Succ z))
isZero Zero = True
isZero (Succ ) = False

Die Funktion double isoliert betrachtet, terminiert unter der Annahme, daff in die
Variable z ein Term, welcher eine Normalform besitzt, eingesetzt wurde. Wenn
fiir x der Term infinity angenommen wird, terminiert die Auswertung nicht
mehr. Dennoch wiirden wir gerne annehmen, dafl die Funktion double termi-
niert, da nicht die Funktion direkt dafiir veranwortlich ist, daf sie auf der Einga-
be infinity nicht terminiert. Es liegt ndmlich daran, dafl schon die Auswertung
von infinity nicht terminiert. Durch die Forderung, daf fiir Variablen nur ter-
minierende und endliche Terme eingesetzt werden, erreichen wir dieses Ziel. Die
Funktion infinity kann auch als Parameter fiir die Funktion isZero dienen, so
dafl der Term isZero infinity zu False ausgewertet werden kann. Die Funktion
infinity terminiert also innerhalb des Terms isZero infinity, das liegt dar-
an, daf§ die Funktion isZero von ihrem Parameter nur die Information braucht,
ob der oberste Konstruktor Zero oder Succ ist und genau diese kann infinity
noch liefern ohne, dabei in eine unendliche Auswertung zu geraten. Da aber der
Kontext, in dem eine Funktion spiter angewendet werden soll, nicht bekannt
ist, kann nicht behauptet werden, dafl infinity allgemein terminiert. Es muf
fiir unseren Terminierungsbegriff also noch gefordert werden, dafl der Term, der
als Einsprungspunkt dient, vollstéindig ausgewertet wird, so dafl er die maxi-
male Forderung nach Informationen des Aufrufers erfiillen kann. Die Forderung
nach einer vollstiandigen Auswertung eines Terms wird auch hyper terminati-
on genannt. Die beiden vorgestellten Forderungen werden zusammengefafit und
prézisiert durch den Begriff der NF-Terminierung eines Terms, welcher in der
Definition 4.5 eingefiihrt wird. Als Grundlage dafiir werden vorher die normale
Auswertungsfunktion von Haskell und deren Erweiterung auf Terme mit freien
Variablen erklért.
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Definition 4.1 (Auswertungsfunktion) Die Auswertungsfunktion
evaluateyp : HS(D,V) — HS(D, V)

fiithrt genau einen Auswertungsschritt anhand der Haskellauswertungsstrategie
unter der Verwendung des Haskellprogramms HP aus. Sie liefert den neuen Has-
kellterm zuriick, der durch genau eine Regelanwendung auf den aktuellen Redex!
innerhalb der Eingabe entsteht. Fir den Fehlerfall, also falls keine Regel matcht,
wird die spezielle Funktionsvariable error € Vg ausgegeben. error hat das Typ-
schema ) = a und ist so fiir jeden Typ vorhanden. Fiir einen Term C‘[M}
dessen Redex error ist, liefert evaluateyp ebenfalls error zuriick.

)

Definition 4.2 (Auswertungsrelation) Die Auswertungsrelation —yp fiir ein
Haskellprogramm HP ist folgendermafen definiert:

—ppi= {(t1,t2) € HS(D,V) x HS(D, V) | evaluateup(t;) = t5}

Statt (t1,ts) €—pp wird die ibliche Notation t; —pp le verwendet. Auferdem
wird mit t |pp die Normalform des Terms t € HS(D,V) beziiglich der Auswer-
tungsrelation —pp bezeichnet, sofern diese existiert.

Definition 4.3 (Redex) Wennt=t[ht) ... t,]. —up tlh' t) ... t, ] gilt und
eine Regel der an h € Vg gebundenen Funktion angewendet wurde, so bezeichnen
wir den Term t|. als Redex von t.

Fiir einen Redex h t; ... t, mit h € Vg ist zu beachten, daf es dabei gleichgiiltig
ist, welche Stelligkeit die angewendete Regel r hat, es ist also arity(r) < n
moglich.

Zu dem Term take (Cons Zero Nil) (double (Succ Zero)) und dem Haskellpro-
gramm aus Beispiel 4.1 ergibt sich beispielsweise folgende Auswertung:

Beispiel 4.2

take (Cons Zero Nil) (double (Succ Zero))
—np take (Cons Zero Nil) (Succ (Succ (double Zero)))
—np Cons Zero (take Nil (Succ (double Zero)))

—yp Cons Zero Nil

—~~ —~
w N~
— — —

Durch Auswerten des Redex (double (Succ Zero) entsteht in Schritt (1) des Bei-
spiels 4.2 der Term Succ (Succ (double Zero)), da die erste Regel von take nur
angewendet werden kann, wenn der zweite Parameter von take auf Zero matcht.

'reducible expression
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Um das zu priifen, mufl der Redex double (Succ Zero) soweit ausgewertet wer-
den, bis eine Entscheidung moglich wird. Der Term Succ (Succ (double Zero))
ermoglicht diese Entscheidung und wird deswegen erst einmal nicht weiter ausge-
wertet. Im Schritt (2) wird nun wieder iiberpriift, welche take-Regel angewendet
werden kann. Die dritte Regel matcht auf die iibergebenen Parameter. Fiir Schritt
(3) wird dann die zweite Regel von take benutzt. Der Term double Zero wurde
nicht weiter ausgewertet, weil sein Wert fiir den umschlieSfenden Kontext nicht
weiter relevant war. Der Term Cons Zero Nil kann nicht weiter ausgewertet wer-
den und ist damit eine Normalform beziiglich —up.

Definition 4.4 (Erweiterte Auswertungsfunktion) Die erweiterte Auswer-
tungsfunktion
evaluatefs' : Hg(D,V) — Hg(D, V)

ist auf Grundtermen genauso definiert wie evaluatepyp. Fiir den Fall, daf$ der Re-
dex die Formx t, ... t, mitx € V| und t; € Hg(D, V) hat, wird error x t; ... t,
zurtckgeliefert. Ansonsten werden freie lokale Variablen wie normale Terme be-
handelt. Falls fiir eine Member-Variable v einer Klasse die konkrete Instanz nicht
ermittelt werden kann, scheitert evaluategs' mit error v. Auflerdem ist die Aus-

wertungsrelation —EXT analog zu —yp definiert.

Mit Hilfe der erweiterten Auswertungsfunktion kénnen nun auch Terme, die lokale
Variablen beinhalten, ausgewertet werden, wobei ein Fehler zuriickgegeben wird,
wenn bei einem normalen Auswertungsschritt der Wert einer lokalen Variablen
benétigt wird. Der letzte Fall von evaluates' muB aufgenommen werden, weil die
Eingabeterme moglicherweise nicht mehr ausreichend instantiierte Typen haben,
um die konkrete Instanz einer Member-Variablen zu ermitteln. Die freien lokalen
Variablen diirfen jeden passenden Typ annehmen, so auch den allgemeinsten, der
an ihren Positionen erlaubt ist. Beispielsweise soll der Term (==) x y ausgewertet
werden. Voll annotiert wiirde der Term folgendermaflen aussehen:

((::)‘a—m—ﬁooll x‘a| y‘a|)|B°°1|

Der Redex wire an Position e. Nun miifite die richtige Instanz fiir (==) aus-
gewahlt werden. Der Typ dieses Terms erméglicht diese Entscheidung aber nicht,
so daB evaluatefs' mit error (==) abbricht. Im Abschnitt 4.1 werden wir sehen,
wie mit der erweiterten Auswertungsfunktion Narrowing-Baume und Narrowing-
Graphen aufgebaut werden konnen.

Definition 4.5 (NF-Terminierung) Die Menge der NF-terminierenden
Grundterme NFGs C HS(D, V) ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

tir| € NFip gduw.

(t}r typkorrekt)()

A (t-lnp  existiert)()

A ((T =7 = T”) = (Vt,h/‘ € NFSP: (t|7./_)7.n‘ t/‘7/|)|7_,,‘ € NFE'P))
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Die Menge der NF-terminierenden Terme NFyp C Hg(D, V) ist definiert wie folgt:

t € NFup gdw. ((Vz € V(t): zo € NFSp) Ato typkorrekt = to € NFﬁP)

fiir alle Substitutionen o gilt

Wenn ein Term typkorrekt ist, sind alle Instanzen der Klassen, die er fiir seine
Auswertung bendtigt in dem Haskellprogramm vorhanden. Das heif§t jede Typan-
notation von Member-Variablen, die innerhalb seiner Auswertung auftreten, sind
soweit konkretisiert, daf$ immer eine fiir sie passende Instanz einer Klasse aus
dem Haskellprogramm gewdhlt werden kann. Ansonsten hdtte der Typchecker die-
sen Term als nicht typkorrekt erkannt.

Zusitzlich wird eine Substitution o eine NF§p-Substitution genannt, wenn fir
diese Y € V: zo € NF§p gilt.

Mit Hilfe der NF-Terminierung kénnen wir den intuitiven Begriff der Terminie-
rung eines Haskellprogramms mit Einsprungspunkt (oder Startterm) wie folgt
definieren:

Definition 4.6 (Startterm-Terminierung eines Haskellprogramms)
Ein Startterm t € Hg(D,V) zu einem Haskellprogramm HP terminiert genau
dann, wenn er ein Element der Menge NFyp ist.

Ebenso wie die Auswertungsfunktion, mufl der Haskell-Typchecker auf Terme
erweitert werden, in denen freie Variablen auftreten. Die Startterme kénnen so
vorher auf ihre Typkorrektheit gepriift werden.

Definition 4.7 (Erweiterte Typchecker) Der erweiterte Typchecker
typeCheckeryp : Hg(D, V) — (Pot(CC(D,V)) x Hg(D,V)) bildet jeden Term auf
seine impliziten Klassenbedingungen und den strukturell identischen mit dem all-
gemeinsten Typ beziiglich des Haskellprogramms HP annotierten Term ab. Die
Annotationen des Eingabeterms werden dabei vollstandig ignoriert. Anders als
der normale Typchecker, kann der erweiterte Typchecker auch mit freien Varia-
blen innerhalb eines Terms umgehen. Diese bekommen den allgemeinsten Typ
den sie an der Position, an der sie im FEingabeterm stehen, annehmen kénnen.
Falls ein Term nicht typkorrekt ist, wird vom erweiterten Typchecker ({), error)
zuriickgegeben.

Zum Beispiel gibt der kontextfreie Typchecker zu dem Term

(equal\List Nat—List Nat—Bool| X|List Natl)\List Nat—Bool|

folgendes Ergebnis:

)

typeCheCkerHP((equal|List Nat—List Nat—Bool| X|List Nat|)

)

|List Nat—Bool|

= ({Equal a}, (equalj, ., poo1|%lal)

|a—Bool|
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4.1 Narrowing-Graph

Nachdem im letzten Abschnitt die Startterm-Terminierung in der Definition 4.6
beschrieben worden ist, stellt sich die Frage, wie nun genau ein Startterm auf
seine NF-Terminierung hin iiberpiift werden kann. Die Idee, einfach alle Funk-
tionen, die der Startterm benutzt, auf Terminierung zu iiberpriifen, fithrt hier,
wie bereits zu Kapitelanfang erwdhnt, nicht weiter, weil allein der einfache NF-
terminierende Term take (from i) n fiir das Haskellprogramm aus Beispiel 4.1
diesen Ansatz als unbrauchbar entlarvt, da schon die Funktion from nicht termi-
niert.

Ein anderer Ansatz ist es, den Startterm schon einmal ein paar Schritte auszu-
werten und dabei genauer zu analysieren, wie dieser sich dabei verhélt. Natiirlich
kann ein Startterm nicht mit der normalen Auswertungsfunktion von Haskell
ausgewertet werden, wenn dieser noch nicht instantiierte Variablen enthélt. Die
erweiterte Auswertungsfunktion ist dazu aber in der Lage und liefert, falls bei
einem Auswertungsschritt der Wert einer Variablen x|, benétigt wird, error x|,
zuriick. In so einem Fall kann nun z), probehalber einmal mit jedem Konstruk-
tor, der fiir den Typ 7 zur Verfiigung steht, instantiiert werden. Wenn dabei einer
der Konstruktoren Parameter benotigt, werden dort frische Variablen eingesetzt.
Jetzt kann wieder fiir jede dieser Instanzen ein Auswertungsschritt probiert wer-
den, moglicherweise mufl noch einmal eine solche Fallunterscheidung getroffen
werden und so weiter. Der Typ 7 kann nicht der Funktionstyp oder der allge-
meine Typ a sein, weil zu diesen keine Patterns existieren und so deren Werte
nicht fiir das Patternmatching und damit auch nicht fiir einen Auswertungsschritt
bendtigt werden. Durch diesen Vorgang, der auch als Narrowing bezeichnet wird,
entsteht ein Narrowing-Baum, an dessen Wurzel unser Startterm steht.

Ein Anfangsstiick eines solchen Baums fiir den Startterm take (from i) n zu dem
Haskellprogramm aus Beispiel 4.1 ist in Abbildung 4.1 zu sehen. Auf Knoten a
wurde eine Fallunterscheidung angewendet und fiir die Terme der Knoten b, ¢
und e wurde einmal die Auswertungsfunktion angewendet. Der Knoten d ist eine
Normalform und braucht nicht weiter betrachtet zu werden, wéhrend fiir Knoten f
wiederum eine Fallunterscheidung angewendet werden miifite. Es ist zu erkennen,
daf solch ein Baum das Auswertungsverhalten eines Startterms perfekt wider-
spiegelt. Aulerdem NF-terminiert ein Term eines Knotens genau dann, wenn alle
seine Kinder NF-terminieren. Wenn wir es nun schaffen, den Narrowing-Baum
vollstéandig aufzubauen, so NF-terminiert jedes Blatt, da deren Kinder trivial
NF-terminieren, und so ergibt sich, daf§ alle Véiter NF-terminieren und so auch
der Startterm. Der Nachteil dieser Narrowing-Béume ist jedoch, dafl diese fiir
die meisten Startterme unendlich sind und es nicht klar ist, bis zu welcher Tiefe
diese dann aufgebaut werden sollen. Die Idee, diese Badume bis zu einer bestimm-
ten Tiefe aufzubauen, bringt uns nur wieder zu der urspriinglichen Fragestellung
zuriick, denn dann muf} die NF-Terminierung der Terme an diesen Blattern nach-
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[take (from %) n}

O~
}1/Zero] [n/(Succ@}
[take (from i) Zero J b [take (fromli) (Succ m) Jc
d [take (Cons i (froml(Succ i))) (Succ m) }e
[Cons i (take (from (Succ 7)) m) }f
N\

Abbildung 4.1: Narrowing-Baum zu Beispiel 4.1 und Startterm take (from i) n

gewiesen werden. Von einer NF-Terminierung dieser Blatterme kann nicht einfach
ausgegangen werden, da diese im vollstandigen Narrowing-Baum moglicherweise
doch Kinder haben. Die mogliche Unendlichkeit der Narrowing-Baume ist de-
ren grundsétzliches Problem. Dieser Nachteil kann durch die Verallgemeinerung
der Narrowing-Baume auf Narrowing-Graphen umgangen werden. Narrowing-
Graphen sind ebenfalls eine Erweiterung der Termination Tableaux, wie sie von
Sven Eric Panitz und Manfred Schmidt-Schau$ in [PSS97] vorgestellt werden. Ein
ghnlicher Ansatz mit Derivation Trees wurde von Olivier Fissore, Isabelle Gna-
edig und Hélene Kirchner in [FGKO02] beschreiben sind. Der Narrowing-Graph
beriicksichtigt im Gegensatz zu den Tableaux die Typen und die zugehorigen
Klassenbedingungen der Terme. Auflerdem konnen in einem Narrowing-Graph
beliebig ineinander verschrankte Zyklen vorkommen, wéhrend diese in den Ter-
mination Tableaux zu Problemen fithren, wie in [Pan96] auf Seite 21 beschrieben
ist.

Definition 4.8 (Narrowing-Graph) FEin Narrowing-Graph ist der 7-Tupel
NG := (Q, M, case, subterm, eval, varexp, generalisation)
wenn
e QC CC(D,V) x Hg(D,V),
e M: Q — {case, eval, varexp, parsplit, instance},

case C Q x SUBS(D,V) x Q,

subterm C Q x (VL UN) x Q,

eval : Q — Q,

varexp : Q — Q und
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e generalisation : Q — Q

qilt. Die Funktion M weist jedem Knoten eine Markierung zu, wihrend die Men-
gen case(Fallunterscheidungskanten) und subterm (Teiltermkanten) beschriftete
Kanten reprdsentieren. Mit den partiellen Funktionen eval (Auswertungskanten),
varexp (Variablenexpansionskanten) und generalisation (Generalisierungskanten)
werden ebenfalls weitere Arten von Kanten dargestellt. Die Bedeutung der ein-
zelnen Kantenarten wird spdter bei den einzelnen Transformationen, die den
Narrowing-Graph aufbauen, vorgestellt. Auflerdem wird ein Knoten (cs,u) € Q
genau dann als NF-terminierend bezeichnet, wenn sein Term w NF-terminiert
(kurz: u € NFyp ).

Das Anfangsstiick des Narrowing-Baums aus Beispiel 5.2 kann als Narrowing-
Graph NG,, wie folgt dargestellt werden:

NG := (Qes, Mey, caseg,, 0, eval, L, 1)
wobei

d Mez =lla— %}
b — eval
c — eval]
d — parsplit]
e — eval
f — parsplit],

[
[
[
[
[
[

e case. = {(a,[n/Zero|,b),
(a,[n/(Succ m)],c)} und

e eval, = L[b+ d][c— e]le ]

gilt. Der Operator [a — b] ersetzt in einer Abbildung f das Bild ¢ von a (also
¢ = f(a)) durch das Bild b, so daB fla +— b](a) = b gilt. Die Knoten ¢ und
f bekommen die Markierung parsplit, um anzudeuten, daf} auf diese eine Pa-
rameteraufteilung, wie sie spéiter noch eingefithrt wird, angewendet wurde. Da
auf den Knoten a eine Fallunterscheidung angwendet wurde, wird dieser mit der
Markierung case versehen. Aulerdem wurden zwei Fallunterscheidungskanten zu
den Nachfolgern b und c gezogen, welche mit den Substitutionen [n/Zero] und
[n/(Succ m)] beschriftet sind. Da an den Knoten b, c und e jeweils ein Auswertung
stattfand, sind diese mit eval markiert. Sie sind jeweils durch eine Auswertungs-
kante mit ihren Nachfolgern verbunden.

Im folgenden wird ein Verfahren vorgestellt, welches den Narrowing-Graph, &hn-
lich wie einen Narrowing-Baum, schrittweise durch Transformationen aufbaut.
Als Ausgangspunkt dafiir dient ein Narrowing-Graph in Startkonfiguration, wel-
che fiir jeden Startterm existiert.
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Definition 4.9 (Startkonfiguration) Fiir einen Startterm w ist der Narrowing-
Graph NG in Startkonfiguration, wenn

NG = ({{(cs’, )}, L,0,0, L, L, 1)

und (cs',u') = typeCheckeryp(u) gilt. Der Knoten (cs',u’) einer Startkonfigurati-
on wird auch Startknoten genannt. In einer Startkonfiguration gibt es also keine
Kanten und Markierungen und die Knotenmenge enthdlt nur den Startknoten.

In den folgenden Abschnitten werden die Transformationen, die fiir den Auf-
bau eines Narrowing-Graphen benotigt werden, vorgestellt. Diese Transformatio-
nen betrachten einen Knoten und erzeugen zu diesem eventuell neue Nachfol-
gerknoten. Die Idee dabei ist, wie im Narrowing-Baum, dal ein Knoten dann
NF-terminiert, wenn alle seine Nachfolger NF-terminieren und so das Problem
der NF-Terminierung eines Terms auf die Terme in den Nachfolgerknoten ver-
teilt wird. Die Transformationen sind, wie wir noch sehen werden, so definiert,
dafl die Terme in den Nachfolgern ,einfacher* werden. Das Ziel ist es nun, auf
jeden Knoten des Narrowing-Graphen eine Transformation anzuwenden, wobei
jede Transformation den Knoten, auf den sie angewendet wird, mit ihrem Kiirzel
aus der Menge {case, eval, varexp, parsplit, instance} markiert, um spéter eine
einfachere Kontrolle ihrer Anwendung zu erméglichen. Bei Anwendung der ein-
zelnen Transformationen entstehen moglicherweise wieder neue Knoten, auf die
wiederum Transformationen angewendet werden miissen und so weiter. Unter
den Transformationen gibt es aber die Instantiierung, welche schon vorhandene
Knoten als Nachfolger fiir den aktuellen wéhlen, und so dem unendlichen Auf-
bauprozess des Narrowing-Graphen entgegenwirken kann. Dieser Schritt ist so
in einem Narrowing-Baum unmoglich, und das ist der entscheidende Vorteil der
Narrowing-Graphen. Dazu mufl aber die Reihenfolge, in der die Transformationen
angewendet werden, entsprechend gewéhlt werden, denn die Transformationen
bilden zusammen kein terminierendes Transformationssystem. Die Beschreibung
der richtigen Transformationsfolge wird in das spétere Kapitel 6 verschoben, weil
zu deren Auswahl bestimmte Aspekte einflieBen werden, welche erst im Riickblick
als sinnvoll erkannt werden kénnen. Bei richtiger Wahl der Transformationsfolge,
erhalten wir fiir jedes Haskellprogramm und dessen zugehorigem Startterm nach
endlich vielen Transformationsschritten immer einen Narrowing-Graph der im
folgenden beschriebenen geschlossenen Form, wie uns das Abschlufllemma 4.10
auf Seite 83 bestéatigen wird.

Definition 4.10 (Geschlossene Narrowing-Graphen) FEin Narrowing-Graph
NG := (Q, M, case, subterm, eval, varexp, generalisation)

wird genau dann als geschlossen bezeichnet, wenn Dom(M) = Q gilt und die Men-
ge Q) endlich ist. Die geschlossenenen Narrowing-Graph entsprechen den Preclo-
sed Termination Tableauz, wie sie in [PSS97] definiert sind.
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Der geschlossene Narrowing-Graph besitzt die gewiinschten Eigenschaften der
Endlichkeit und zeigt, daf§ auf jeden Knoten eine Transformation angewendet
wurde. Spéter wird im Kapitel 5 gezeigt, wie mit Hilfe eines geschlossenen
Narrowing-Graphen die NF-Terminierung eines Startterms nachgewiesen wer-
den kann. Aber nun kommen wir erst einmal zu den einzelnen Transformationen
zuriick, welche den Narrowing-Graph schrittweise erstellen und in die geschlossene
Form tiberfithren. Zu jeder Transformation wird ihre Korrektheit in einem Lem-
ma nachgewiesen, wobei die nachgewiesene Eigenschaft oftmals stérker ist, als
die Zuriickfithrung der NF-Terminierung eines Knotens auf die NF-Terminierung
seiner Nachfolger. Hierbei bleibt die Erweiterungs-Transformation aufien vor, da
diese als einzige keine neuen Kanten erstellen kann und so keinen Zuriickfithrungs-
nachweis braucht.

Um die Transformationen definieren zu kénnen, wird die Funktion truncate zur
Kiirzung von Klassenbedingungen benétigt. Denn die Klassenbedingungen eines
Knotens konnen in dessen Nachfolgerknoten ihren Bezug verlieren, da der Term
eines Nachfolgers moglicherweise nicht mehr die Typvariablen besitzt, die in einer
Klassenbedingung vom Ausgangsknoten auftreten, so dafl diese Klassenbedingun-
gen nutzlos wird.

Definition 4.11 (Kiirzen von Klassenbedingungen) Die Funktion

truncate :: Pot(CC(D,V)) x Hg(D,V) — Pot(CC(D, V))

kiirzt eine Menge von Klassenbedingungen auf solche, die von einem gegebenen
Term gedeckt werden. Dabei ist ein Klassenbedingung durch einen Term gedeckt,
wenn sie nur Typvariablen enthdlt, die in den Typannotationen des Terms vor-
kommen. Die Funktionen truncate ist folgendermafen definiert:

truncate(cs, t) ;== {(cT) € cs | V(1) C U V(r')}

uh”\ﬂt

Beispielsweise ergibt sich fiir die Menge {Equal a,Equal b} von Klassenbedin-
gungen nach einer Kiirzung auf den Term Cons|q — rist o — List o] T|a] NiljList qf
folgende Menge von Klassenbedingungen:

truncate({Equal a,Equal b}, Cons|, . rist o — List a| |a| NiljList of) = {Equal a}

Die Klassenbedingung Equal b ist nicht gedeckt, weil die Typvariable b nicht in
den Typannotationen des Terms Cons|q — List a — List a| Z|a| N11l|List of VOrkommt.
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4.1.1 Auswertung

Durch die Auswertung erhélt man zu einem Knoten (cs,u) € Q einen weiteren
Knoten (¢s’, u'), dessen Term u’ durch einen Auswertungsschritt aus dem Term u
hervorgegangen ist. Der Term u NF-terminiert ndmlich genau dann, wenn auch
u' NF-terminiert. Formal 148t sich die Auswertung wie folgt definieren:

(QW{q},M[g— L],... eval,...)

(Qw{q, ¢}, Mg+ eval],... evallg— ¢'],...)

wobei
e g=(cs,vuy ... uy),
e ¢ = (truncate(cs,u’),u’),
o u = evaluatefs' (v uy ... uy),
o v, uy,...,u, € Hg(D,V),
e «' nicht der Form error ¢ fiir einen Term ¢ € Hg(D, V) ist und
e vEVE

gilt. Die Klassenbedingungen cs werden auf truncate(cs, u') gekiirzt, weil durch
den Auswertungsschritt moglicherweise alle Teilterme, die einige Klassenbedin-
gungen aus cs decken wiirden, wegfallen. Die Funktion truncate beseitigt alle un-
gedeckten Klassenbedingungen. Das Ergebnis von evaluateﬁ)éT(v Uy ... Uy) soll
nicht error t sein. Es soll also keinen Fehler der erweiterten Auswertungsfunk-
tion sein, wahrend alle Ergebnisse der normalen Auswertungsfunktion erlaubt
sind und damit auch error. Auflerdem darf der Term des Knotens ¢ nur mit ei-
ner Funktionsvariablen beginnen, damit die Auswertung nicht auch angewendet
werden kann, wenn eigentlich eine Parameteraufteilung nétig ist.

Abbildung 4.2: Auswertung
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[take (Cons Zero Nil) (double (Succ Zero)) }

A

[take (Cons Zero Nil) (Succ (Succ (double Zero))) J

Abbildung 4.3: Beispiel einer Auswertung

In Abbildung 4.2 sehen wir den allgemeinen Teilgraph ab Knoten (cs, v uy ... uy,)
der durch eine Auswertung entsteht. Ein Beispiel einer Auswertung fiir den Kno-
ten (0, take (Cons Zero Nil) (double (Succ Zero))), dessen Term zu dem Has-
kellprogramm aus Beispiel 4.1 gehort ist in Abbildung 4.3 zusehen. Dabei wird
der Term

take (Cons Zero Nil) (double (Succ Zero))

zu dem Term
take (Cons Zero Nil) (Succ (Succ (double Zero)))

des Nachfolgerknotens ausgwertet. Aulerdem ist zu eval ist die Auswertungskante
zwischen den beiden Knoten hinzugekommen.

Lemma 4.1 (Korrektheit der Auswertung)
(u —EXT u') = (u'c € NFip = uo € NF§p)

Beweis:

Wir zeigen die Aussage per Induktion iber die Typgrifie. Sei nun u'c € NFﬁP, S0
existiert u'o|up. Wegen uo € H3(D, V) und u —EST o', gilt uc —pp w'o. Da —pp
eindeutig ist, folgt so uw'c|yp= uc|yp. Wenn uo nicht von einem Funktionstyp
ist, sind wir laut Definition 4.5 fertig. Ansonsten sei der Term w'c t fir einen
Term t € NF§p typkorrekt. So gilt wegen v'c € NF5p auch w'o t € NF§p. Da
—np den Typ eines Terms nicht modifiziert, sind uo und u'c vom selben Typ.
Zusitzlich gilt W'o t = (u t)o und v'o t = (u t)o, weil t € H3(D, V). Weil —E{T
den Redex soweit links und dort soweit auflen wie maglich sucht, folgt, dafs der
Term u t immer erst zu u' t ausgewertet wird, und so folgt (u t) —EST (v’ t)o.
Mit (u' t)o € NFSp, und weil der Typ von (v’ t)o kleiner als der von u'c ist, folgt

per Induktionshypothese, daf (ut)o € NFE'P. Zusammen ergibt sich:
uc|yp existiert A (ut)o € NF§p

G
also uo € NF3p. a
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4.1.2 Parameteraufteilung

Die Parameteraufteilung erzeugt zu einem Knoten (cs,h u; ... u,) € Q meh-
rere Knoten, die mit den Parametern vom Kopf h beschriftet sind. Da h aus
Consp U V| ist, sind fiir das Terminierungsverhalten des Terms A uy ... u, nur
die Parameter uq, ..., u, von Bedeutung. Die Parameteraufteilung ist die einzige
Moglichkeit, wie Bléatter in einem Narrowing-Graphen entstehen koénnen, dieser
Fall tritt ein, wenn A keine Parameter besitzt. Formal 148t sich die Parameter-
aufteilung folgendermaflen definieren:

(QwW{q},M[g— L],... subterm,...)

(QW{q,q1,---,qn}, M[q — parsplit], ..., subterm’,...)

wobei
e subterm’ = subterm W {(q, 1, q1),...,(q,n,qn)},
¢ g= (@7]1“1 un)>

e h e Consy UV,

¢; = (truncate(cs, u;), u;) und

—30 € SUB(D,V),q¢"” € Q: (4", 9, q) € case

gilt. Klassenbedingungen werden wie bei der Auswertung durch die Funktion
truncate reduziert. Die Bedingung =36 € SUB(D,V),¢” € Q: (¢”, 6, q) € case ga-
rantiert, dafl die Parameteraufteilung nicht auf Knoten angewendet werden kann,
die direkt durch eine Fallunterscheidung entstanden sind. Mit dieser Bedingung
wird erreicht, dafl in jedem Narrowing-Baum des Narrowing-Graphen nach einer
Fallunterscheidung mindestens eine Auswertung angwendet wird. Diese Eigen-
schaft der Narrowing-Graphen wird spéter in der Terminierungsanalyse (siche
Kapitel 5) bendtigt, um sinnvolle Regeln fiir Dependency-Pair-Probleme ablesen
zu koénnen.

Abbildung 4.4: Parameteraufteilung
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[Cons Zero Nil }a

RN
1 2

O]

Abbildung 4.5: Beispiel einer Parameteraufteilung

Abbildung 4.4 zeigt den allgemeinen Teilgraph, der ab Knoten (cs, h uy ... uy,)
bei einer Parameteraufteilung entsteht. Ein Beispiel fiir eine Parameteraufteilung
des Knotens (), Cons Zero Nil) ist in Abbildung 4.5 gegeben. Dabei sind die Ter-
me der Nachfolgerknoten jeweils die Parameter Zero und Nil des Konstruktors
Cons. Auflerdem sind die beiden Teiltermkanten (a, 1,b) und (a, 2, c) zu subterm
hinzugekommen.

Lemma 4.2 (Korrektheit der Parameteraufteilung)

(h € Consp UV, ho,uyo, ... uno € NFSe) = (huy ... uy)o € NF3p

Beweis:

Seien h € Consy UV, ho,uo,...,u,0 € NFSP und sei o eine typkorrekte
Substitution. Wegen ho € NFEP folgt, daf8 ho t; € NFﬁp fur alle typkorrekten
t € NFE,P. Daraus folgt nun wiederum, daf$ ho ty ts € NFﬁP fiir alle typkorrekten
t1,ts € NFGp usw. bis ho ty ... t, € NFSp fiir alle typkorrektenty, ... t, € NF§p.
Wegen uy0, ..., upno € NFSo gilt s0 ho uyo ... u,o € NFSp oder dquivalent dazu
(huy ... up)o € NF3p. O

4.1.3 Fallunterscheidung einer Variablen

Sobald der Redex eines Terms C' }[xu - “,Tm|] die Variable g, .. ., € Vi ist,
kann die Auswertungsfunktion keinen weiteren Schritt gehen, weil dafiir der kon-
krete Wert von x| 7, ... -,,,| notig ist. Fiir die Terminierungsanalyse stellt das kein
Hindernis dar, denn die NF-Terminierung von C' ‘[xw - ,,,Tm‘]{ ist gegeben, wenn
fiir jede NFSP-Substitution o der Term C"[:E‘d _ Tm‘]{a NF-terminiert, wenn die-
ser typkorrekt ist. Da hier die NFﬁp—Substitution o typkorrekt ist, kann diese
fir die Variable |4, .. -, nur NF-terminierende Terme vom Typ d 71 ... 7,
einsetzen. NF-terminierende Terme haben genau eine Normalform und wegen
d € TyCons, \ {—} haben diese Normalformen immer einen der Konstruktoren
des Typkonstruktors d als Kopf. Also ist es eine dquivalente Forderung, dafl die
Terme

O‘[x\d TI .. Tm‘:M(S].? SR O‘[x\d TI . Tm‘:M(STL
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fir 6; = (g7 7o/ (ci Tin .. xi,ni)u . Tm‘] NF-terminieren, wenn cq, . . ., ¢, die
Konstruktoren von d sind, n; = arity(c;) ist und z;; € V, frische Variablen
sind. Fiir Variablen vom Funktionstyp oder dem allgemeinen Typ a gibt es keine
Patterns, so daf} fiir diese nie eine Fallunterscheidung bendétigt wird, da sie eine
Auswertung nicht beim Patternmatching blockieren kénnen.

Konkret 148t sich die Fallunterscheidung einer Variablen so definieren:

(QW{q},M[g— L], case,...)

<Q S {qv qi, - -, QTL}v M[q = w]a case & {(q7 01, ql)a ) (qv On, qn)}v . >
wobei folgende Bedingungen erfiillt sein miissen:

¢ q= (@7”)7

® U=V UL ... Up,

v € VE,

® uy,...,u, € Hg(D,V),

® CITOT T{gry .. 1| = evaluategs' (u),
® Tjgr .7 € VL,

e d € TyCons, \{—=}

o m = arity(d),

e {c1,...,c,} = constrp(d),

e n; = arity(c;),

e z;; € V| frische Variablen,

® 0 = [Tigr . rml/(Ci Tin ... xi,ni)‘dﬁ ___Tm|] und
® ¢; = (cs,ud;)

Die Fallunterscheidung fiir Variablen darf nur auf solche Knoten angewendet
werden, deren Terme mit einer Funktionsvariablen beginnen, denn sonst ware die
Parameteraufteilung anwendbar. Durch error |4, . -, = evaluatef;s' (u) wird
gerade erkldrt, daf§ die Variable x|y, .., innerhalb des Terms u ausgewertet
werden muf, falls dieser selbst ausgewertet wird.
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Abbildung 4.6: Fallunterscheidung einer Variablen

b=

[y/Zero] [y/(Succ y')]

N
kv iors)y, (e s Gaee 7).

Abbildung 4.7: Beispiel einer Fallunterscheidung einer Variablen

In Abbildung 4.6 ist der allgemeine Teilgraph zu sehen, der durch die Fallun-
terscheidung ab Knoten (cs,u) entsteht. Ein Beispiel einer Fallunterscheidung
fiir die Variable y des Knotens (), take z y) ist in Abbildung 4.1.3 zu sehen,
wobei der Term zu dem Haskellprogramm aus Beispiel 4.1 gehort. Dabei wird
die Variable y jeweils durch die Terme Zero und (Succ y’) ersetzt, denn diese
decken alle Konstruktoren ab, die der Typ Nat besitzt. Es entstehen die beiden
Nachfolgerknoten (0, take x Zero) und ((), take x (Succ y’)), zu denen jeweils die
Fallunterscheidungskanten (a, [y/Zero],b) € case und (a, [y/(Succ y')],c) € case
gezogen werden.

Lemma 4.3 (Korrektheit der Fallunterscheidung einer Variablen)
udy, ..., ud, € NFyp = u € NFpp

Beweis:

Sei udy,...,ud, € NFyp. Annahme, es ist u ¢ NFpp, so gibt es eine NFE'P—
Substitution o mit T\g 7, . £,|0 = tiar .., fiir die uo typkorrekt ist und eine un-
endliche Auswertung startet. Wegen t\q+, .. 1, € NFﬁP existiert die Normalform

tar ... 7| bHP- Durch evaluateE)E,T(u) = CITOr T|q 1, ... r,,| Wird ausgedriickt, dafS die
Variable

T\gr, ... 7| der nichste Redex von u wdhre, aber diese nicht ausgewertet werden
konnte. Deswegen ist t|q,, .., | der Redex von uo.

Wenn nun tq, ... -, |lup= error gilt, wiirde uo unweigerlich zu error ausgewertet
werden und wiirde so terminieren. Also ist t|qr, .. r,,|lnp# error und es existiert

eine NFﬁP-Substitution pwomit (¢; xiq - .- xi,ni)m =T | 1P, weil der
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Typkonstruktor d mindestens den Konstruktor c; besitzt, da d € TyConsD\{—>} ist.
Also gibt es den ersten Term t'\q,, . ., in der Auswertungsfolge von tiqr, ..+,
fir den ebenfalls p/ mit (¢; iy ... xi,m)un ”'Tm‘,u’ = t"qn ..ny existiert. Der
Teilterm tq 7, .. 7,,| innerhalb von uo muf mindestens bis zu t'\q 1, .. -,,| ausgewer-
tet werden, damit entschieden werden kann, welche Regel als néchste genommen
werden mufl, ansonsten wiirde evaluateﬁ)éT(u) = eITOI |4 .7, Nicht gelten.
Also wird uo in einigen Schritten zu

u[xld I Tm\/tlld TH TmI]U

=ul@dr rl /(G Tig - Tin)gry O
=ul@dr rl /(G Tig - Tin)gry )0
= ud; o

ausgewertet. Da uo eine unendliche Auswertung startet, mufS der Term ud;uc
diese fortfiihren. Das widerspricht der Annahme ud; € NFyp und so folgt, dafs
uo € NFGp oder dquivalent dazu u € NFyp. O

4.1.4 Fallunterscheidung einer Typvariablen

Ahnlich wie in der Fallunterscheidung einer Variablen blockiert die Auswertungs-
funktion eines Terms ¢ € Hg(D,V) mit dem Redex vy, ¢ ... t, an Stelle 7
fiir eine Instanz v, € Vg der Member-Variablen v;|, wenn die Typannotation
p nicht konkret genug ist, um eine in dem Haskellprogramm angegebenen In-
stanz v|r,, der Member-Variablen v|;| zu wéhlen. Der Term ¢ NF-terminiert laut
Definition 4.5 nur, wenn jede typkorrekte Konkretisierung to durch die NFE'P—
Substitution ¢ NF-terminiert. Es ist dabei zu beachten, dafl hier ¢ auch auf
Typannotationen wirkt. Das heifit, die nun geniigend konkrete Instanz v),, der
Member-Variablen v, innerhalb des Terms to muf} spezieller sein als eine der im
Haskellprogramm angegebenen Instanzen v|,,|,. .., Vry,| der Member-Variablen
Ulr|, wobei py, ..., u, Substitutionen auf Typvariablen sind. Es ist daher eine
dquivalente Forderung, dafl die Terme

t[v|p51| t1 ... tm]w,...,t[v‘p(m t1 ... tm]w

NF-terminieren, wenn ¢; der MGU fiir die Typen 7u; und p fiir jedes ¢ ist. Die
Fallunterscheidung einer Typvariablen erzeugt nun die Knoten fiir alle Terme der
Form t[vjps, t1 ... tm]- und ist definiert wie folgt:

(QW{q},M[g— L], case,...)

<Q 7 {q7q1a . 'aQTL}v M[q = w]acase & {(q701aq1)7 ceey (anan)}a . >
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wobei die folgenden Bedingung erfiillt sein miissen:
e g = (cs,u),
© U=WU ... Uy,
o w e Vg,

® uy,...,u, € Hg(D,V),

e cvaluatefs' (u) = error v,
o v E Vg,
e {01,...,0,} = filteryp(instancesyp(v), cs) und

o ¢ = (reducenp(csd;), ud;)

Die Fallunterscheidung fiir Typvariablen darf nur auf solche Knoten angewendet
werden, deren Terme mit einer Funktionsvariablen beginnen, denn sonst wére die
Parameteraufteilung anwendbar. Durch error v = evaluate5s' (u) wird gefordert,
daB der Typ der Member-Variablen v nicht ausreicht, um eine im Haskellpro-
gramm gegebene Instanz zu wéahlen, damit diese Fallunterscheidung nur zur An-
wendung kommt, wenn sie wirklich benétigt wird.

Die verschiedenen Instanzen werden mit der Funktion
instancespp :: Ve — SUBS(D, V)
erzeugt, welche folgendermaflen definiert ist:

instancespp (v)y)) := {0 € SUBS(D,V) | (cs,c a, fs) € Cyp,
(Vj7), 8,18) € [,
(Q,,CT,,E,) € lnp,
4 ist MGU von 7[a/7'] und p}

Die Klasse (cs, ¢ a, fs) der Member-Variablen v|, zeichnet sich dadurch aus, daf
in ihrer Funktionliste fs die Funktion (U}, 5, 15) existiert, an die die Member-
Variable v, gebunden ist. Fiir alle Instanzen (cs’, ¢ 7/, fs') wird nun gepriift, ob
deren Member-Variablen v|(,/,1 auf vj, passen, also ob der MGU & von 7[a/7’]
und p existiert. Fiir den Fall, daf ¢ existiert, ist v|,5 spezieller als v|;(q/;. Das
heift, d ist die gesuchte Substitution, um den Typ p von v), so zu konkretisie-
ren, dafl die Auswertungsfunktion nur die an |4/ gebundene Funktion aus
der Funktionsliste fs der Instanz (cs’,c 7/, fs') withlen kann und damit wieder
eindeutig wird. o
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Moglicherweise erfiillen einige Instanzen nicht die Klassenbedingungen cs des
urspriinglichen Knotens ¢ und miissen daher ausgelassen werden. Die Funktion
filterpp :: Pot(SUBS(D, V)) x CC(D, V) — SUBS(D, V) tibernimmt diese Aufgabe
folgendermaflen:

filterpp (M, cs) := {6 € M |V(c 7) € reducepp(csd): (T=h 1 ... T, Nh€VT)}

Jetzt wird erst die Funktion reduceyp eingefithrt und anschliefend wird eine Er-
klarung der Bedingung V(¢ 7) € reducenp(csd): (r =hm ... 7, Ah € V1) aus
der Funktion filteryp gegeben.

Definition 4.12 (Klassenbedingungsreduktion) Die Funktion reduceStep, ::
Pot(CC(D,V)) — Pot(CC(D,V)) eliminiert eine durch eine Instanz aus der
Menge | C (D, V) von Instanzen erfillbare Klassenbedingung und gibt die restli-
chen Klassenbedingungen zuriick.

reduceStep,({c 7} Wes) :={c1 a;,0,...,¢, a;,0 Wes

wenn

o ({cras,....cnai}c(dar ... ap), fs) €l
e o ist Matcher vonc ay ... a,, und T

Es wird gepriift, ob die Klassenbedingung ¢ T einer gegeben Instanz

({e1 @iy yenai e (dar . a), f5)

aus | entspricht. In diesem Fall wird sie durch die mit dem Matcher o verfeiner-
ten Klassenbedingungen cy a;,0, ..., c, a;,0 ersetzt.

Mit reduce(cs) wird die Normalform der Menge cs beziiglich der Funktion
reduceStep, bezeichnet. Diese Normalform st eindeutig, weil die Instanzen einer
Klasse in einem Haskellprogramm sich nicht tiberlappen diirfen, wie im Haskell-
98-Report [J* 98] auf Seite 47 verlangt wird. So ergeben die einzelnen Instanzen
ein terminierendes und konfluentes abstraktes Ersetzungssystem auf Klassenbe-
dingungen. An dieser Stelle sei auf Typing Haskell in Haskell [Jon99] verwiesen,
worin eine tiefergehende Erkldrung des Haskell-Typsystems zu finden ist. In die-
ser Arbeit wird darauf nicht weiter eingegangen, da sonst thr Rahmen gesprengt
wird.

Zusdtzlich ist die Funktion reducepp :: Pot(CC(D,V)) — Pot(CC(D,V)) fir das
Haskellprogramm HP, welches die Instanzen aus der Menge | besitzt, wie folgt
definiert:

reducepp(cs) := reducey(cs)
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Zum Beispiel wird die Menge
{Equal (List a),Equal Nat,Equal b}

von Klassenbedingungen durch die Instanzen aus Beispiel 2.1 zu der Normalform
{Equal a,Equal b} reduziert. Dabei werden folgende Reduktionsschritte vorge-
nommen:

reduceStep,({Equal (List a),Equal Nat,Equal b})
= {Equal a,Equal Nat,Equal b}
reduceStep,({Equal a,Equal Nat,Equal b})
= {Equal a,Equal b}
Dabei werden die beiden Schritte durch die folgenden Instanzen erméglicht:
e ({Equal a},Equal (List a), fs,) €|
o (0,Equal Nat, fs ) €
Die Bedingung V(c 7) € reducenyp(csd): (1 =h 1 ... 7, A h € V1) der Funktion
filteryp sagt aus, dafl der Typ 7 jeder Klassenbedingung (¢ 7) aus der Normalform
reducepp(csd) als Kopf eine Typvariable enthélt. Wenn es stattdessen ein Typ-
konstruktor ist, konnte bei der Reduktion der Menge ¢sd von Klassenbedingungen
mindestens eine Klassenbedingung nicht durch eine Instanz aus dem Haskellpro-
gramm eliminiert werden. Eine Instanz einer Klasse fiir diesen Typkonstruktor
existiert also nicht, so dafl § die Typvariable so instantiiert haben muf}, dafl diese

Klassenbedingung nicht erfiillt werden kann, auch dann nicht, wenn weitere Ver-
feinerungen auf csé angewendet werden.

Sei zum Beispiel ¢s = {Equal a,A a}, wobei die Klasse Equal wie im Haskell-
programm aus Beispiel 2.1 definiert ist und die andere Klasse A keine Instanzen
besitzt. Fiir 6 = [a/(List a)] ergibt sich so diese Menge
¢sé = {Equal (List a),A (List a)}
von Klassenbedingungen. Die Menge csd hat die folgende Normalform:
reducepp({Equal (List a),A (List a)}) = {Equal a),A (List a)}

Diese Normalform wird nach einem Reduktionsschritt durch die Instanz

({Equal a},Equal (List a), fs,) € |
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erreicht, weil fiir Klasse A keine Instanzen fiir Reduktionen bereit stehen. Wiirde
es eine Instanz der Klasse A fiir den Typ List a geben, miifite diese hier anwend-
bar sein und die Klassenbedingung A (List a) konnte reduziert werden. Denn die
ersten beiden Bedingungen fiir Instanzen der Form

({e1 @iy o yenai}e(dar .. an), fs) €1(D,V)

sind aq,...,a, € Vr und iy,...,i, € {1,...,m}, wie es bereits in der Definition
2.21 der Instanzen auf Seite 22 gefordert wird. Diese Forderung ist ebenfalls im
Haskell-98-Report [JT98] auf Seite 46 zu finden.

[Equal a, (equal\a—»a—»Bool\ La| y|a‘)|Bool| }a
l[a/Bool|  [a/Nat] [a/List 0]

!

[ (equal\Bool—>Bool—>Bool\ Z|Bool| y‘B°°1|)\Bool| }b

[ (equal\NatﬁNat—’BOOI‘ x\Nat| yINat|)‘B°°1| }C

[ Equal b7 (equal\List b—List b—Bool| ¥|List b| Y|List b|)|Bool| J d

Abbildung 4.8: Beispiel einer Fallunterscheidung einer Typvariablen

In der Abbildung 4.8 ist eine Fallunterscheidung fiir die Typvariable a des Kno-
tens (Equal a,(equalj, ., goo1| Zlal y‘a|)‘Bool|) gezeigt, wobei der Term zu dem
Haskellprogramm aus Beispiel 2.1 gehort. Die Typvariable a wurde jeweils durch
die Typen Bool, List b und Nat instantiiert. Die jeweiligen Klassenbedingun-
gen Equal Bool, Equal (List b) und Equal Nat werden durch die im Haskell-
programm in Beispiel 2.1 angegebenen Instanzen eliminiert, so dafl alle Men-
gen der Klassenbedingungen der Nachfolgerknoten leer sind. Auflerdem sind die
drei Fallunterscheidungskanten (a, [a/Bool],b) € case, (a,[a/Nat],c) € case und
(a,[a/List b],d) € case entstanden.

Lemma 4.4 (Korrektheit der Fallunterscheidung einer Typvariablen)
udy, ..., ud, € NFyp = u € NFpp

Beweis:

Seiudy, ..., ud, € NFup und sei o eine NF&o-Substitution, so gilt uo € H§(D, V).
In dem Grundterm uo ist die Instanz der Member-Variablen v eindeutig und
mufS eine Spezialisierung von einem der Fdlle vdy, ..., vd, sein. Das heifit also,
es gibt ein i € {1,...,n} und eine Substitution p mit ud;p = uo. So folgt aus
ud; € NFyp, daff uo € NFﬁP oder dquivalent dazu u € NFyp. O
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4.1.5 Variablenexpansion

Die Variablenexpansion appliziert die frische lokale Variable x|, € V| an den
Term u|,_.| eines Knotens, da aus der Definition 4.5 folgt, dafl der Term u,_,
genau dann NF-terminiert, wenn der Term (u|;—| x‘ﬂ)h,' NF-terminiert.

QW {q},M[g— L],..., varexp,...)

(Qw{q,q'}, Mg + varexp], ..., varexp[qg — ¢'],...)
wobei
® g = (cs,Urr)),
e 1 € VL eine frische Variable ist,
o ¢ = (cs, (Ur—r) @r(),,.) und
e (u ist eine Normalform Vv —36 € SUB(D,V),q¢” € Q: (¢", 9, q) € case)

gilt. Die Variablenexpansion kann nur auf Knoten angewendet werden, wenn die-
se nicht direkt durch eine Fallunterscheidung entstanden sind, auler deren Terme
sind in Normalform, wie die letzte der oben gelisteten Bedingungen fordert. Es
wird so erreicht, daf} direkt auf eine Fallunterscheidung eine Auswertung folgt. Mit
dieser Bedingung wird erreicht, daf§ in jedem Narrowing-Baum des Narrowing-
Graphen nach einer Fallunterscheidung mindestens eine Auswertung angwendet
wird. Diese Eigenschaft der Narrowing-Graphen wird spéter in der Terminie-
rungsanalyse (siehe Kapitel 5) benotigt, um sinnvolle Regeln fiir Dependency-
Pair-Probleme ablesen zu konnen. Die Ausnahme fiir die Normalform ist notig,
falls eine Fallunterscheidung fiir die Typvariable a auf den Knoten, der den Term
ulq) vom Typ a hat, angewendet wird. Eine der Fallbetrachtungs-Substitutionen
konnte von der Form [a/(7 — 7’)] sein, so da die zugehorige Konkretisierung
von g der Term u,_,, wire. Wenn dieser nun eine Normalform ist, kann keine
Transformation auer der Variablenexpansion angewendet werden, wodurch viel-
leicht wieder Regeln anwendbar werden.

Ujr—r|

(=

Abbildung 4.9: Variablenexpansion
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take =
take x y

Abbildung 4.10: Beispiel einer Variablenexpansion

In Abbildung 4.9 wird der allgemeine Teilgraph ab Knoten (cs, u-—..|) gezeigt,
wie er bei einer Variablenexpansion entsteht. Ein Beispiel einer Variablenexpan-
sion ist in Abbildung 4.10 fiir den Knoten (), take ) zu sehen, wobei sein
Term zu dem Haskellprogramm aus Beispiel 4.1 gehort. Der Typ von take x
ist Nat — List a weil take vom Typ List a — Nat — List a ist. Die Variablen-
expansion appliziert nun die frische Variable y vom Typ Nat an den Term take z,
so daf sich der Nachfolgerknoten mit dem Term take x y vom Typ List a ergibt.

Lemma 4.5 (Korrektheit der Variablenexpansion)
(Wrorr| ZJr)) (0O € NF&p = Ujr—r/|0 € NFSp

d

Beweis:
Aus der Definition 4.5 folgt, dafi die Normalform

(u\T—m—’\ x\T|)|7/‘U~LHP

existiert. So eristiert zu dem Teilterm w0 die Normalform uj._.olnp, weil
die Auswertungsrelation —np den Redex soweil auflen links wie mdglich sucht.
Zusammen mit (U} QE‘T|)|T,‘U € NF§p folgt 50 w0 € NFgp. O

4.1.6 Instantiierung

Die Instantiierung reduziert die NF-Terminierung eines Terms up auf die NF-
Terminierung des generelleren Terms w. Die Substitution p ist aber im allgemei-
nen Fall keine NF§p-Substitution und daher miissen die Terme im Bildbereich
von g auch auf NF-Terminierung iiberpriift werden. Die Instantiierung ist folgen-
dermaflen definiert:

(QW{q,¢'},M[g+— L],... subterm, ..., generalisation)

(QW{q, ¢ q1,---,qu}, M[q — instance], ..., subterm’, ..., generalisation’)
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wobei

e subterm’ = subterm W {(¢, z1,q1), - - -, (¢, Tn, @n) },

generalisation’ = generalisation[q — ¢'],

o ¢ =(cs' u),

® g= (@7 UM),
o = [r1/ur,. .., 20 /U],
e ¢; = (truncate(cs, u;), u;),

M(q') € {case,eval} V (u=xy A x €V A yeV,),

e ¢#¢ und
e ~drxeV,q¢" €Q (¢ z,q) € case

gilt. Die Instantiierung darf nur auf einen Knoten angewendet werden, wenn die-
ser nicht direkt durch eine Fallunterscheidung entstanden ist und die Generalisie-
rungskante zu einem Knoten gezogen werden soll, auf dem entweder eine Fallun-
terscheidung oder eine Auswertung angwendet wird (M(q’) € {case, eval}). Eine
Generalisierungskante soll auch nicht wieder auf denselben Knoten zuriickfithren
(¢ # ¢'). Spater, in der Terminierungsanalyse (siehe Kapitel 5), werden Regeln
ab Knoten, in die Generalisierungskanten zeigen, fiir Dependency-Pair-Probleme
abgelesen. Damit diese Regeln echte Auswertungsschritte enthalten, werden diese
Bedingungen gefordert. Ein Ausnahme ist eine Instantiierung mit dem Knoten
des Terms z y, dessen Sonderstellung wird ebenfalls im Kapitel 6 erklart.

[U[ﬂfl/ul,---,xn/un]} —————————————————————————
N

X1 Tn

Abbildung 4.11: Instantiierung

Der allgemeinen Teilgraphen ab Knoten (0, u[z1/u1, . .., 2, /u,]), wie er bei einer
Instantiierung entsteht, zeigt die Abbildung 4.11. Ein Beispiel einer Instantiierung
ist in Abbildung 4.11 fiir den Knoten

(0, take (double (Succ Zero)) (Cons Zero Nil))

zu sehen, wobei sein Term zu dem Haskellprogramm aus Beispiel 4.1 gehort.
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[take (double (Succ Zero)) (Cons Zero Nil) }5 ————— —[ take x y } b
7N
x Y
< N

[double (Succ Zero) Jc [Cons Zero Nil Jd

Abbildung 4.12: Beispiel einer Instantiierung

Der Term take x y des Knotens b matcht den des Knotens a, so dafl eine Gene-
ralisierungskante von a nach b gezogen werden kann. Zu den Knoten ¢ und d der
Teilterme double (Succ Zero) und Cons Zero Nil werden die zwei Teiltermkan-
ten (a,z,c) € subterm und (a,y,d) € subterm gezogen.

Lemma 4.6 (Korrektheit der Instantiierung) Wenn o eine
NFSp-Substitution ist und w € NFyp, uyo, . .., uno € NFSp gilt, folgt upo € NFSp.

Beweis:

Sei o eine NF&o-Substitution und u € NFyp und seien uio, ..., upo € NFSp.
Wegen uqo, ..., u,0 € NF,(_;IP folgt, daf$ po eine NFﬁP-Substitution 1st und damat
auch upo € NF&s, wegen u € NFyp. O

4.1.7 Erweiterung

Die Erweiterung des Narrowing-Graphen um einen beliebigen Knoten, stellt
eine Generalisierung des urspriinglichen Problems dar und ist daher unkritisch.
Sie dient dazu, neue Moglichkeiten fiir Instantiierungen zu erzeugen. Es gibt
Startterme, wie wir im Kapitel 6 noch sehen werden, zu denen keine geschlos-
senen Narrowing-Graphen erzeugt werden konnen, wenn nicht die Instantiierung
neue Ziele in Form von neuen Knoten geboten bekommt.

Ein neuer Knoten dient als Wurzel fiir einen neuen Narrowing-Graph, der in den
aktuellen Narrowing-Graph eingebettet wird. Er erzeugt damit eine neue Menge
von Knoten, zu denen durch Instantiierungen neue Generalisierungskanten gezo-
gen werden konnen. Natiirlich mufl auch der neue Narrowing-Graph geschlossen
werden, wenn der aktuelle geschlossen werden soll, da er in diesen eingebettet ist.
Typischerweise wird eine Erweiterung um Knoten vorgenommen, deren Terme
Generalisierungen von Termen sind, die bereits im Narrowing-Graph vorhande-
nen sind. Es wird also ein Term eines Knoten aus dem Narrowing-Graph genom-
men, in diesem werden einige Teilterme durch Variablen ersetzt und der neue
Term wird in einen neuen Knoten gekapselt und in den Narrowing-Graph durch
die Erweiterung eingebracht. Zu diesem neuen Knoten und seinen Nachfolgern
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konnen jetzt von anderen Knoten aus Generalisierungskanten gezogen werden.
Im Kapitel 6 wird das Kriterium der n-fachen Schachtelung vorgestellt, welches
klart, wie die Terme fiir eine Erweiterung durch eine Generalisierung von schon
vorhandenen Termen gefunden werden kénnen.

Die Erweiterung ist definiert durch:
(Q,M,...)
Qu{ghM,...)

wobei ¢ € CC(D, V) x Hg(D, V) gilt.

4.2 Eigenschaften von Narrowing-Graphen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Eigenschaften der Narrowing-Graphen,
auf welche wir spéter in der Terminierungsanalyse zuriickgreifen werden, gefol-
gert.

Lemma 4.7 (Anwendungslemma) Auf jeden Knoten in einem geschlossenen
Narrowing-Graph NG wurde genau eine Transformation angewendet, wenn NG
aus einer Startkonfiguration hervorgegangen ist.

Beweis:
Sei der Narrowing-Graph

NG := (QW {¢}, M, case, subterm, eval, varexp, generalisation)

geschlossen und aus einer Startkonfiguration hervorgegangen. Annahme, auf Kno-
ten q wdre keine Transformation angewendet worden, so folgt aus den Definitio-
nen der Transformationen, dafi ¢ ¢ Dom(M). Das ist aber ein Widerspruch zu
der Geschlossenheit von NG mit Dom(M) = Q. O

Lemma 4.8 (Zykellemma) Jeder Zyklus innerhalb eines Narrowing-Graphen
NG enthdlt mindestens eine Generalisierungskante.

Beweis:

Jede Narrowing-Graphtransformation aufler der Instantiierung filigt neue Kno-
ten hinzu und verbindet den Ausgangsknoten mit diesen neuen Knoten einmalig.
Dadurch konnen also keine Zyklen entstehen. Nur die Instantiierung legt eine
Generalisierungskante zu einem schon vorhandenen Knoten an. a
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Lemma 4.9 (Generalisierungskantenlemma) Fine unendliche Folge von
aufeinander folgenden Knoten innerhalb eines geschlossenen Narrowing-Graphen
erreicht mindestens eine Generalisierungskante.

Beweis:

Die unendliche Folge muf$ in einen Zyklus laufen, weil der Narrowing-Graph end-
lich ist. Aus dem Zykellemma 4.8 folgt, daf$ in jedem Zyklus mindestens eine
Generalisierungskante liegt. Da die unendliche Folge den Zyklus nicht verlassen
kann, wird mindestens eine Generalisierungskante erreicht. O

Lemma 4.10 (Abschlullemma) Fiir jeden Narrowing-Graph in Startkonfigu-
ration gibt es eine Transformationsfolge, die diesen schliefit.

Beweis:
Zu jeder Funktion (v,Ya,...,a,.cs = T,rs) € Fup eines Haskellprogramms HP
wird eine Erweiterung um den Knoten (cs,v x1 ... x,) angewendet, wobei alle

x; € VL frische Variablen sind. Zusdtzlich wird um den Knoten (0, x y) erweitert.
Zu jedem dieser Knoten konnen mit endlicher Anzahl von Fallunterscheidun-
gen und Auswertungen Pfade zu Knoten der rechten Seiten der Regeln aufge-
baut werden. Fir alle Knoten, auf die bis jetzt keine Transformation angewen-
det wurden(also inklusive des Startknotens), werden die nun folgenden Schritte
ausgefiihrt. Wenn der Typ des Terms eines solchen Knotens einem Funktions-
typ entspricht, wird so lange eine Variablenexpansion angewendet, bis dieser kei-
nem Funktionstyp mehr entspricht. Der Konstruktorkontext eines solchen Kno-
tens wird durch die Parameteraufteilung entfernt. Danach steht in jedem Fall ein
Funktionsaufruf auf duflerster Position, welcher durch eine Instantiierung elimi-
niert wird. Das ist moglich, wenn die Funktion mit entsprechender Anzahl von
Parametern ausgestattet ist, da fir jede Funktion der Knoten (cs,v x1 ... xy)
existiert. Falls zu wenige Parameter existieren, kann durch eine Anzahl von Varia-
blenexpansionen die passende Anzahl wieder erreicht werden. Wenn der Knoten
zu viele Parameter hat, wird eine Instantiierung mit dem Knoten (0, x y) vorge-
nommen und der letzte der iiberzihligen Parameter fallt weg.

Fiir alle Teiltermnachfolger, die bei Instantiierung oder Parameteraufteilung en-
stehen, wiederholen wir diese Vorgehensweise wie beschrieben. Da das Haskell-
programm HP endlich ist, gibt es zusammen mit dem Startterm nur endlich viele
Teilterme der rechten Seiten von Regeln und fiir jeden dieser Terme wird entweder
eine Parameteraufteilung, eine Variablenexpansion oder eine Instantiierung an-
gewendet. O
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Kapitel 5

Terminierungsanalyse

Wie im Abschnitt 4.1 beschrieben, représentiert ein geschlossener Narrowing-
Graph das Auswertungsverhalten eines Startterms. Sein innerer Aufbau garan-
tiert, da aus der NF-Terminierung der Nachfolger eines Knotens die NF-Termi-
nierung dieses Knotens folgt. Wenn der Narrowing-Graph azyklisch ist, so ist jeder
Pfad, ausgehend vom Startterm, endlich. Da auf jeden Knoten eine Transformati-
on angewendet wurde, gilt fiir Knoten ohne Nachfolger, dafl diese NF-terminieren
und so NF-terminiert der Startterm ebenfalls. Ein Narrowing-Graph ist im all-
gemeinen nicht zykelfrei. Betrachten wir dazu den Zykel {a, c, f,h} innerhalb des
Narrowing-Graphen aus Abbildung 5.1 fiir das Haskellprogramm aus Beispiel 5.1
genauer.

Beispiel 5.1
data Nat = Succ Nat | Zero

minus (Succz) (Succy) = minuszxy
minus Zero Y = Zero
minus x Zero =

Da der Startknoten ({),minus m n) in diesem Zykel enthalten ist, wird die NF-
Terminierung des Startterms auf seine eigene NF-Terminierung zuriickgefiihrt.
Diese Tautologie ist nicht sehr hilfreich. Fiir konkrete Instanzen eines Startterms
zeigt sich ein anderes Bild von Zuriickfithrungen der NF-Terminierung. Im Ge-
gensatz zu der urspriinglichen Tautologie stellt sich fiir konkrete Instanzen des
Startterms heraus, dafl die NF-Terminierung einer Instanz von Knoten a auf
die NF-Terminierung einer anderen Instanz von Knoten a zuriickgefiihrt wird.

85
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minus mn S

[m/Zero| [m/(Succ )

£ N

[minus Zeron [minus (Succ z) n J

b c
/ \
Zero [n/Zero| [n/(Succ y)]
)y v

[minus (Succ x) Zero } [minus (Succ x) (Succ y) ]

S ¢
g P
1 m n

i [2]; k

Abbildung 5.1: Ein zyklischer Narrowing-Graph zu Beispiel 5.1 fiir den Startterm
minus mn

Beispielsweise ist fiir die konkrete Instanz minus (Succ Zero) (Succ Zero) des
Startterms minus m n der Verlauf der Zuriickfithrung in der Tabelle 5 zu sehen.
Es zeigt sich, daf§ die Instanzen von Knoten a wirklich unterschiedlich sind, und

Term Substitution Instanz
a | minusmn [m/(Suce Zero), minus (Succ Zero) (Succ Zero)
n/(Succ Zero)]

¢ | minus (Succx) n x/Zero,n/(Succ Zero)| | minus (Succ Zero) (Succ Zero)
f | minus (Succ z) (Succ y) | [x/Zero,y/Zero minus (Succ Zero) (Succ Zero)
h | minus z y x/Zero,y/Zero minus Zero Zero

a | minusmmn m/Zero,n/Zero] minus Zero Zero

b | minus Zeron n/Zero] minus Zero Zero

d | Zero ] Zero

j | Zero [x/Zero] Zero

k | Zero ly/Zero] Zero

Tabelle 5.1:  Zuriickfiihrung der NF-Terminierung fiir die Instanz
minus (Succ Zero) (Succ Zero)

zum Schluss wird sogar der Zykel verlassen. Beim Knoten h ist zu beachten, dafl
auch noch die beiden Knoten j und k weiter verfolgt werden miissen, da sich bei ei-
ner Instantiierung die NF-Terminierung nicht, wie bei der Fallunterscheidung fiir
konkrete Instanzen, aus nur einem Nachfolger ableiten 148t. Es zeigt sich, dafl von
allen Instanzen des Startterms minus m n nach endlich vielen Zuriickfiihrungs-
schritten immer Knoten aus der Menge {d, i, j und k} erreicht werden. Wenn es
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jetzt fiir einen Startterm gelingt, nachzuweisen, dafl von jeder seiner Instanzen die
Zuriickfithrungspfade an Knoten ohne Nachfolger enden, ist die NF-Terminierung
dieses Startterms gezeigt. Die Endlichkeitsnachweise von diesen Pfaden lassen sich
gerade hier gut auf die Terminierung von Termersetzungssystemen zuriickfithren,
da die Zuriickfithrungsschritte der Pfade starke Ahnlichkeiten mit Termerset-
zungsschritten aufweisen. Auflerdem gibt es fiir Termersetzungssysteme schon
einige erfolgreiche Terminierungsanalyse-Tools und so kénnen die Erfahrungen
in diesem Bereich mit genutzt werden. Die unendlichen Zuriickfithrungspfade
fiir nicht NF-terminierende Startterme, die hier intuitiv erklart wurden, werden
spiter in der Definitionen 5.9 der NF-Nachfolgerfunktion und 5.10 der NF-Ketten
im Abschnitt 5.3 formal gefaf3t.

Heute ist es im allgemeinen iiblich, dafl Terminierungsanalyse-Tools fiir Termer-
setzungssysteme Derivate der Dependency-Pair-Methode, wie sie in [AG00] be-
schrieben worden ist, als Basistechniken verwenden. Ein wichtiger Schritt der
Dependency-Pair-Methode ist die Erstellung von Dependency-Graphen, wie sie
in Definition 15 von [AG00] beschrieben sind. Laut [GTSKO05] werden aus die-
sen Graphen Dependency-Pair-Probleme zu jeder darin vorkommenden maxi-
malen starken Zusammenhangskomponente abgelesen. Anschliefend wird mit
weiteren Methoden nachgewiesen, dafl diese Dependency-Pair-Probleme endlich
sind, woraus die Terminierung des urspriinglichen Termersetzungssystems ge-
folgert werden kann. Da diese Dependency-Graphen starke Ahnlichkeiten mit
den Narrowing-Graphen aufweisen, werden wir hier direkt Dependency-Pair-Pro-
bleme aus den maximalen starken Zusammenhangskomponenten des Narrowing-
Graphen ablesen und den Zwischenschritt iiber Termersetzungssysteme auslas-
sen. Denn die Dependency-Pair-Probleme koénnen auch unabhéingig von einem
Termersetzungssystem auf ihre Endlichkeit tiberpiift werden, wie es in [GTSKO5]
beschrieben ist. Diese Idee hat auflerdem die Vorteile, dafl Haskell-spezifische
Strukturen, die innerhalb des Narrowing-Graphen beachtet worden sind, bis hin-
ein in die Bildung der Dependency-Pairs wirken konnen. Zum Beispiel ist in den
Aufbau der Narrowing-Graphen die exakte Haskellauswertungsstrategie einge-
flossen, welche im Rahmen von Termersetzungssystemen nur sehr schwer zu si-
mulieren ist, so daf} sich ein erheblicher Vorteil des direkten Ablesens gegeniiber
dem Umweg iiber Termersetzungssysteme ergibt. Aulerdem werden wir sehen,
daBl die Ablesestrategie fiir Regeln aus dem Narrowing-Graph nicht ohne wei-
teres auf den higher-order Fall erweiterbar ist, wiahrend die Ablesestrategie fiir
Dependency-Pair-Probleme auch viele higher-order Félle mit abdecken kann.
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5.1 DP-Probleme

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen fiir Termersetzungssysteme und
Dependency-Pair-Probleme vorgestellt, um spéter das Ablesen genau beschrei-
ben zu kénnen.

Definition 5.1 (Term) Ein Term t ist ein Element der Menge T (X,V), wobei
e X cine Menge von Symbolen und
e V eine Menge von Variablen ist.

Zusdatzlich hat jedes Symbol s aus der Menge ¥ eine Stelligkeit arity(s) € N.
Die Menge T (X,V) ist die kleinste Menge, fir die gilt:

e VCT(XYV)

o f(t1,....t,) €T(X,V) gdw. f € X, t; € T(X,V) und arity(f) =n
Folgende Bezeichnungen werden zusdtzlich benutzt:

o V(t) ist die Menge der Variablen, die im Term t enthalten sind.

e Occ(t) ist die Menge der giiltigen Stellen des Terms t und ist folgenderma-
Ben definiert:

Oce(f(ty,... tn)) :={imre N |ie{l,...,n},m € Occ(t;)} U{e}
Occ(x) := {e}

wobei f(ty,...,t,) € T(X,V) und x €V gilt.
o t|, ist der Term an Stelle w innerhalb des Terms t

o t[r]; ist der Term t, in dem der Term an der Stelle m durch den Term r
ersetzt wurde.

o st gilt gdw. s ein Teilterm von t ist:

s <t gdw. Im € Oce(t): t|, = s

e st gilt gdw. s <t und s #t gilt

o Substitutionen werden meist o oder p genannt.
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Definition 5.2 (Regel) Das Paar (I,7) ist eine Regel, wenn
o lreT(X,V),
e V() 2 V(r) und
o [ &V ist.

Im folgenden wird die tibliche Notation | — r benutzt.

Definition 5.3 (Termersetzungsschritt) s —,_, t ist ein Termersetzungs-
schritt, wenn

o [ — r eine Regel ist und
o 5|, =lo und dabei
o t = s[rol, gilt.
Der Teilterm lo von s wird als Redex bezeichnet.

Definition 5.4 (Termersetzungssystem) FEin Termersetzungssystem R ist
eine endliche Menge von Regeln. Es induziert dabei die Termersetzungsrelation
—x. Fiir diese qilt:

(s,t) €= gdw. s =, tundl —r eR

Statt (s,t) €—xr wird die Notation s —x t benutzt. Die Stelle w, an der ein
Ersetzungsschritt angewendet wird, kann durch die Notation s —g . t explizit
angegeben werden. Die Menge der Termersetzungssysteme wird mit TES bezeich-
net.

Die folgenden Definitionen der (P, R)-Ketten und DP-Probleme sind Spezialisie-
rungen der Definitionen 6 und 9 aus [GTSKO5].

Definition 5.5 ((P, R)-Kette) Seien P und R Termersetzungssysteme und

81—>t1
82—>t2

83—>t3

ein Folge von Regeln aus P, wobei 0.B.d.A angenommen werden kann, dafl zwei
verschiedene Regeln dieser Folge keine gemeinsamen Variablen besitzen. Diese
Folge ist eine (P, R)-Kette gdw. es eine Substition o gibt, so dafs

tiO' —>% Si+10

fur alle 1 > 0 gilt.
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Nun werden die DP-Probleme eingefiihrt, welche aus den Narrowing-Graphen ab-
gelesen werden sollen, wie es am Kapitelanfang bereits erwéhnt wurde. Im weite-
ren Verlauf dieses Kapitels wird genau erklart, wie diese DP-Probleme abgelesen
werden.

Definition 5.6 (DP-Problem) Ein Dependency-Pair-Problem

(kurz: DP-Problem) ist ein Paar (P, R) aus den Termersetzungssystemen P und
R. Ein DP-Problem (P, R) ist endlich, wenn zu diesem keine unendliche (P, R)-
Kette existiert. Die Menge der DP-Probleme wird mit DP bezeichnet.

Beispielsweise ist das DP-Problem (Proyama; RToyama) mit

Progama = {f(0,1,2) — f(z,z,2)}
RToyama = {g(x,y) — T,
9(z,y) — y}

nicht endlich, wie diese unendliche (Progama; RToyama)-Kette

f(O, 1,I1) - f($1,961,961)
f((), 17952) - f($2,332,332)
f((), 17953) - f($3,333,333)

mit der Substitution ¢ = [21/¢(0,1),22/9(0,1),23/g(0,1),...] belegt. Fiir die
einzelnen Kettenglieder gilt hier:

f(@i, i, x:)0 = f(g(0,1),9(0,1),9(0,1))
—r f(0,9(0,1),9(0,1))
—r [(0,1,9(0,1))
= f(0,1,2;41)0

Da DP-Probleme, wie oben definiert, aus den Termersetzungssystemen P und R
bestehen und es laut [GTSKO05] fiir die Endlichkeitsnachweise der DP-Probleme
giinstig ist, wenn die obersten Funktionssymbole einer linken Seite der Regeln
aus P nicht innerhalb der Regeln aus R vorkommen, nutzen wir das spater bei
der Erzeugung der DP-Probleme durch Anwendung der g-Transformation aus.

Definition 5.7 (f-Transformation) Die f-Transformation benennt ein Funk-
tionssymbol f an Stelle € innerhalb eines Terms in ein zugehoriges neues Tupel-
symbol f* um. Sie ist definiert wie folgt:

[t )] = fit, .. tn)
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Zum Beispiel ergeben sich fiir die Terme
e f(0,1,2) und
e f(0,1,9(0,1))
nach Anwendung der §-Transformation die folgenden Terme:
o [f(0,1,x)]* = f¥(0,1,2)
o [f(0,1,8(0,1))] = £%(0,1,4(0, 1))

Wie zu Kapitelanfang erklart, sollen Termersetzungssysteme aus den Narrowing-
Graphen abgelesen werden. Dabei miissen Haskell-Basisterme, die innerhalb der
Narrowing-Graphen auftreten, als Terme von Termersetzungssystemen darge-
stellt werden. Es miissen also higher-order Terme aus Haskell auf first-order Ter-
me der Termersetzungssysteme abgebildet werden. Diese Aufgabe {ibernimmt die
APP-Transformation.

Definition 5.8 (APP-Transformation) Die APP-Transformation dberfihrt
einen Haskell-Basisterm t aus Hg(D,V) in den Term [t]app aus

T ({app} U{ca| d € Consy UVE}, V)

wobei Yd € Consp U Ve: arity(cqy) = 0 und arity(app) = 2 gilt. Sie ist definiert
wie folgt:

[[d]]APP = Cq

[[I]]APP =

[(t1 t2)]app := app([ti]app, [t2] app)

wober
e d € Consp U VE,
e z €V, und
e t1,t2 € Hg(D,V)

gilt. Fir Terme der Form app(x,y) wird auch hdufig die Kurzschreibweise x'y
verwendet und statt cq wird auch einfach nur d geschrieben.

Fiir die Terme
e minus (Succ Zero) y,
e minus (Succ z) und
e minus

ergibt eine Anwendung der APP-Transformation die folgenden Ergebnisse:
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e [minus (Succ Zero) yJapp = app(app(Cuinus, APP(Csuces Czero))s Y),
e [minus (Succ x)]app = app(Cninus, aPP(Csuce, )) und
o [minusfapp = Cninus-
wobei diese in Kurzschreibweise so aussehen:
e [minus (Succ Zero) y]app = minus’(Succ’Zero)'y
e [minus (Succ z)]app = minus’(Succ’z) und

e [minus]app = minus.

5.2 Ablesen von DP-Problemen

Es sollen Dependency-Pairs zu jeder maximalen starken Zusammenhangskompo-
nente eines Narrowing-Graphen abgelesen werden. Wie zu Kapitelbeginn bereits
erwiahnt, soll dadurch der Zwischenschritt {iber Termersetzungssysteme {iiber-
sprungen werden.

Um zu verdeutlichen, warum die Dependency-Pairs auf die im folgenden vorge-
stellte Weise abgelesen werden, wird hier erst einmal beschrieben, wie ein Term-
ersetzungssystem aus dem Narrowing-Graph abgelesen werden koénnte, welches,
wenn es terminiert, uns bestétigt, dafi der Startterm NF-terminiert. Spéter iiber-
nehmen wir diese Idee zur Bildung von Dependency-Pairs, ohne das Termerset-
zungssystem explizit zu erzeugen. Dazu wird die Funktion

termpg : @ x Pot(Q) — Hg(D,V) x Pot(Q)

benotigt, welche die Grundlage fiir das Ablesen von Regeln und Dependency-
Pairs aus einem Narrowing-Graph bildet. Die Funktion termyg liefert fiir einen
Knoten (c¢s,u) den Term zuriick, zu dem u ausgewertet werden kann, ohne dabei
an freie Variablen gebundene Werte auswerten zu miissen. Die zweite Kompo-
nente vom Ergebnis ist eine Knotenmenge, die Knoten enthélt, an denen termpg
die Verfolgung der Pfade im Narrowing-Graph beendet hat. Der zweite Para-
meter ist eine Filtermenge fiir Knoten, an denen termyg stoppen soll. Wenn an
einem Knoten durch diese Filtermenge gestoppt wird, wird zu diesem eine frische
Variable vom selben Typ seines Term und eine leere Knotenmenge zuriickge-
liefert. Mit Hilfe dieser Filtermenge wird beim Ablesen von Dependency-Pairs
gesteuert, zu welchen Knoten Regeln abgelesen werden miissen. Die genaue Er-
klarung der Filtermenge wird auf spéter verschoben, wo wir definieren werden,
wie Dependency-Pairs abgelesen werden und wie die Menge freeappsyg gebildet
wird, welche als Filtermenge der Funktion termyg zum Einsatz kommt. Hier wird
erst einmal angenommen, dafl diese Menge leer ist.



5.2. ABLESEN VON DP-PROBLEMEN 93

Konkret ist die Funktion termyg wie folgt definiert:

(termyg(eval(q), Q), fiir M(q) = eval

cty ... ty, U1 ), ur q) = parsplit,
t "R fiir M li
(q,1,q;) € subterm,
(tiu Rz) - termNG(qia Q>7
q=(cs,cuy ... uy),
c € Consp,
(u[zy/t1, ... xn/ts], U R;), fiir M(q) = instance,
(qa L, qz) S subterm,

(ti, R;) = termyg(qi, @),
(cs,u) = generalisation(q),

q¢Q
(u, {q}), fiir M(q) = case,
q = (cs, u),
q¢Q
(u, ), fiir M(q) = varexp,
termna(a, Q) = 1= ()
(vty ... ty, U Ry), fiir M(q) = parsplit,

(q,1,q;) € subterm,
(ti, R;) = termng(gi, @),
q=(cs,vuy ... uy),
v eV,
q¢Q

(z)71,0), fiir M(q) = parsplit,
q=(cs,(vur ... Un)|ﬂ)>
v eV,
x);| € Vi frische Variable
qgeQ

(z71,0), fir M(q) € {case, instance},
q = (cs,up)),
7|, € Vi frische Variable,

q€Q

\

Die Arbeitsweise der Funktion termyg wird nun an dem Narrowing-Graph aus
Abbildung 5.2 zu dem Startterm f x (dec n) des Haskellprogramms aus Beipspiel
5.2 verdeutlicht Nicht alle Funktionen aus dem Beispiel 5.2 sind im Narrowing-
Graph aus Abbildung 5.2 verwendet worden, diese werden spéter in anderen
Beispielen von Narrowing-Graphen noch Verwendung finden.
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(e,

[z/True] [z/False]
/ \
[f True (dec n) J [f False (dec n) }

b c
!
d [Cons (dec n) Nil }e

1 2

Abbildung 5.2: Ein Narrowing-Graph zu Beispiel 5.2 fiir Startterm £ x (dec n)

Beispiel 5.2!

data Nat = Succ Nat | Zero
data List @ = Consa (List a) |Nil
f True y = Nil

f False y = Cons yNil

dec Zero = Zero

dec (Succm) = m

minus =z Zero = x

minus z (Succy) = minus (decz)y
div = Zero = Zero

div Zero (Succ m) = Zero

div (Succ y) (Succm) = Succ (div (minus y m) (Succ m))

g Zero y =y
g (Succn) y = applyTo Zero (gn)

applyTo Zero x = x Zero

!Die Funktion g berechnet Zero, wenn der erste Parameter der Form Succ y ist.
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Beispielsweise ergeben die Aufrufe von termpyg fiir jeweils einen der Knoten a, b
und c folgende Ergebnisse:

termpg(a, )= (f x (dec n),{a})
termyg (b, #)= (Nil, )

termyg(c, @) = termyg(e, ) = (Cons t; to, S1 USy) = (Cons (dec n) Nil, {f})
wobei  (t1,51) = termpg(f, 0) = (dec n,f)
(t2, S2) = termpg(g, 0) = (Nil, ()

Die Funktion rulesyg : Hg(D, V) x Q — TES ist mit Hilfe der Funktion termyg
wie folgt definiert:

(rulesng(/, eval(q)), fiir M(q) = eval

{lllapp — [u]arp}, fiir M(q) = varexp, ¢ = (cs, u)
U  rulesng(1d;, ¢;), fiir M(q) = case

(g,9:,9;)Ecase
{[Japp — [tlapp} U U rulesng(u, (cs,u)),
(es,u)eW
fiir M(q) € {instance, parsplit},
(t, W) = termng(q, 0)

rulesng(l, q) :=

\

Sie erzeugt eine Menge von Regeln, also ein Termersetzungssystem. IThr erster
Parameter ist dabei ein Akkumulator, welcher den Term enthélt, der zu der
linken Seite einer Regel wird, wenn rulesyg auf einen Knoten mit den Marken
parsplit, instance oder varexp trifft. Bei jeder Fallunterscheidung wird auf den
Akkumulator die Substitution zugehorig zu dem Pfad, der von rulesyg weiter
verfolgt wird, appliziert. Wenn ab dem Knoten (cs,u) Regeln abgelesen wer-
den sollen, mufli am Anfang der Akkumulator mit dem Term wu gefiillt werden,
ansonsten ergeben sich keine korrekten Regeln. Fiir den Knoten a des Narrowing-
Graphen aus Abbildung 5.2 ergibt sich folgendes Termersetzungssystem:

rulesyg(f © (dec n),a) = {f'True’(dec’'n) — Nil,
f'False’(dec’n) — Cons’(dec’n)'Nil
dec'Zero —  Zero,
dec’(Succ'm) — m }

wobei folgende Zwischenergebnisse berechnet wurden:

rulesng(f = (dec n),a) = rulesyg(f True (dec n), b)
U rulesyg(f False (dec n),c)
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rulesyg(f True (dec n),b) = {f'True’(dec’n) — Nil}
rulesyg (f False (dec n),c) = {f'False’(dec’n) — Cons’(dec’'n)'Nil}
U rulesng(dec n, f)

rulesyg(dec n, f) = {dec'Zero —  Zero,
dec’(Succ’'m) — m }

Dieses Termersetzungssystem terminiert offensichtlich, gleichzeitig sind alle Aus-
wertungen, die von Konstruktorgrundterm-Instanzen des Startterms £ x (dec n)
ausgehen, mit diesem simulierbar (wobei mehrere Schritte zu einem zusammen-
gefaflt werden) und da f x (dec n) vom Typ List a ist kann £ = (dec n) nicht
auf andere Terme appliziert werden, so dafl aus der Terminierung des Termerset-
zungssystemes sogar die NF-Terminierung von f z (dec n) folgt.

Bis jetzt ist immer noch unklar, wie von Narrowing-Graphen, bei deren Erstel-
lung die Instantiierung zur Anwendung kamen, Regeln abgelesen werden sollen.
Die Funktion rulesyg geht nédmlich nicht iiber Generalisierungskanten hinweg,
und so entstehen Term auf rechten Seiten von Regeln, auf die keine weiteren Re-
geln passen, obwohl diese Terme keine Normalformen im Haskellprogramm sind.
Betrachten wir hierzu den Narrowing-Graph aus Abbildung 5.3. In diesem gibt
es den Knoten |, aus welchem eine Generalisierungskante zu Knoten f entspringt.
Wenn wir nun die Regeln zu Knoten a ablesen, erhalten wir das folgende Term-
ersetzungssystem:

rulesng(f = (dec n),a) = {f'True’(dec'n) — Nil,
f'False’(dec’'n) — Cons’(dec’n)'Nil}

Dieses Termersetzungssystem reicht nun nicht aus, alle Auswertungen, die von
Normalform-Instanzen des Startterms £ x (dec n) ausgehen, zu simulieren. Neben
der Normalform Nil kann nur der Term Cons’(dec’n)'Nil, welcher keine Normal-
form ist, erreicht werden. Es fehlen Regeln, die den letzten Schritt, je nachdem
wie n instantiiert ist, iibernehmen. Wenn aber die Regeln zu Knoten f

rulesyg(dec n,f) = {dec'Zero — Zero,
dec/(Succ'm) — m }

zusétzlich abgelesen werden, konnen die Normalformen, welche Instanzen von den
Termen Cons’Zero'Nil und Cons’(Succ’n)’'Nil sind, wieder erreicht werden. Ge-
nerell 148t sich sagen, daf fiir alle Knoten, in die Generalisierungskanten fiithren,
Regeln abgelesen und zu denen vom Startknoten hinzugenommen werden miissen.
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f x (decn)
[z/True] [z/False]
e I
[f True (dec n) Jb [f False (dec n) }

7 c
d [Cons (dec n) Nil }e

AN

[ dec (Succ m) ]i
o

Abbildung 5.3: Ein Narrowing-Graph zu Beispiel 5.2 fiir Startterm £ x (dec n)

In der Definition der Funktion rulesyg wurde absichtlich darauf verzichtet, dafl
iiber Generalisierungskanten hinweg Regeln abgelesen werden. Durch das Zykel-
lemma 4.8 ist so sichergestellt, dal rulesyg und termyg terminieren. Im Abschnitt
5.3 wird diese Eigenschaft héufiger fiir Induktionsbeweise iiber die Rekursions-
strukturen von den Funktionen rulesyg und termpyg gebraucht.

Die bis jetzt abgelesenen Regeln stellen fiir den first-order Fall von Starttermen
sicher, dafl diese NF-terminieren, wenn das zugehorige Termersetzungssystem ter-
miniert, weil dabei NF-Terminierung und normale Terminierung dquivalent sind.
Fiir higher-order Startterme ist nicht klar, wie Regeln abgelesen werden sollen,
denn dabei treten im Narrowing-Graph moglicherweise Variablenexpansionen und
Parameteraufteilung fiir freie Applikationen der Form v ¢; ... t, mit v € V| auf.
Es ist bis jetzt unklar, wie damit in einem Termersetzungssystem umgegangen
werden soll. Seien zum Beispiel folgende Regeln vom Narrowing-Graphen abge-
lesen worden:
R := f'2/True — f'2/(a'False)
f'2'False — False
gy — Y

Die auftretende freie Applikation = False wurde einfach wie ein normaler Term
behandelt. Nehmen wir weiter an, dal y im Narrowing-Graph vom Typ Bool
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[z/Zero| [x/(Succ y)]
< N

[minus n Zero J [minus n (Succ y) J

d [minus (decn)y Te
7N

[ dec (Succ m) ]i
o

Abbildung 5.4: Ein zyklischer Narrowing-Graph zu Beispiel 5.2 fiir Startterm
minus n x

ist und x vom Typ Bool — Bool ist. Jetzt zeigt sich, daB} dieses Termerset-
zungssystem terminiert, wobei die Typen mit beachtet werden miissen und fiir x
nur Funktion, die innerhalb des Termersetzungssystems R vorkommen, eingesetzt
werden diirfen, denn so kann die Funktion f keinen unendlichen Lauf starten. Die
Funktion £ NF-terminiert aber nicht, weil fiir  eine Funktion eingesetzt werden
kann, die immer True zuriickliefert, denn diese kommt moglicherweise in dem
urspriinglichen Haskellprogramm vor, wir wissen es aber nicht, denn in einem
Narrowing-Graph werden nicht immer alle Funktionen eines Haskellprogramms
explizit beriicksichtigt, sondern vielfach nur implizit durch lokale Variablen. Es
gibt aber, wie wir sehen werden, eine M6glichkeit fiir Narrowing-Graphen, die Va-
riablenexpansion und freien Applikationen enthalten, DP-Probleme so abzulesen,
dafl aus deren Endlichkeitsnachweis die NF-Terminierung des Startterms folgt.
Betrachten wir hierzu den zyklischen Narrowing-Graph in Abbildung 5.4. Zu die-
sem erhalten wir durch die Ablesestrategie das Termersetzungssystem Rpinus. Es
entspricht genau der Regelmenge vom Knoten a:

Ruinus := rulesyg(minus n x,a) = {minus’n’Zero — n,
minus'n/(Succ’y) — minus’(dec n)'y,
dec'Zero —  Zero,
dec’(Succ'm) — m }
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Nach der Dependency-Pair-Methode aus [GTSKO05] ergibt sich zu R die Menge
Primus von Dependency-Pairs folgendermafien:

Phrinus = {minus'nf(Succ’y) — minus’(dec n)y,
minus’n®(Succ’y) — minus(decn) }

wobei das Symbol ! das Tupelsymbol zu " (also zu app) ist. Es ist zu erkennen, daf§
das Dependency-Pair minus'n*(Succ’y) — minus’(dec n)*y das wirklich relevante
zu dem Termersetzungssystem Ryinus ist, da das andere nicht in der Lage ist, in
Zyklen aufzutreten.

Mit Hilfe der Funktion dpsyg konnen diese relevanten Dependency-Pairs direkt
aus Narrowing-Graphen zu den einzelnen maximalen starken Zusammenhangs-
komponenten abgelesen werden. Der erste Parameter fiir dpsyg wird dabei immer
ein Knoten (cs,u) € Z aus der maximalen starken Zusammenhangskomponente
Z sein, diese wird dpsyg ebenfalls als zweiter Parameter tibergeben.

dpsyg @ Q x Pot(Q) — TES
dpsygl((cs, u), Z) = {[[lapel — [[r]ape)* | (1, g, (r, R)) € callsng (u, (cs,u), Q)}

Die Funktion dpsyg basiert auf der Funktion callsyg. Die Funktion callsyg sam-
melt zum Eingabeknoten (cs,u) aus der maximalen starken Zusammenhangs-
komponente Z, die ihr als dritter Parameter ebenfalls iibergeben wird, alle Nach-
folgerknoten auf, aus denen jeweils Generalisierungskanten entspringen, wobei sie
diese nicht iiberschreitet. Die Funktion callsyg steigt also in den Narrowing-Baum
ab, welcher Knoten (cs, u) als Wurzel besitzt. Die aufgesammelten Nachfolger ent-
sprechen den Aufrufen, die bei einer Auswertung des Terms aus Knoten (cs, u)
moglicherweise erreicht werden.

callsyg : Hg(D, V) x Q x Pot(Q) — Pot(Hg(D,V) x Q x (Hg(D, V) x Pot(Q)))
( callsng(t, eval(q), Z), fiir M(q) = eval
callsng(t, varexp(q), Z), fiir M(q) = varexp

U callsne(t, ¢, Z2), fiir M(q) = parsplit

(¢,%,q’)Esubterm

U  callsng(29, ¢, 2), fiir M(q) = case

(¢,6,q")Ecase

{(t, ¢, termng (g, freeappsyg \ {¢}))}
U U callsng(t, ¢/, Z), fiir M(q) = instance,

(g,i,9")Esubterm

callsng(t, ¢, Z) =

generalisation(q) € Z
U callsng(t, ¢, Z), fiir M(q) = instance,

(g,i,9")Esubterm

generalisation(q) ¢ Z
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Der erste Parameter von callsyg ist ein Term, der als Akkumulator dient, dhn-
lich wie in der Funktion rulesyg. Auf diesen Akkumulator werden die auf den
Pfaden ab (cs,u) besuchten Substitutionen der Fallunterscheidungen appliziert.
Wenn beim Abstieg in den Narrowing-Baum, den der Knoten (cs, u) aufspannt,
eine Generalisierungskante erreicht wird, entspricht der Akkumulator genau der
Instanz des Terms u von Knoten (cs,u), welche bei Auswertung den Funkti-
onsaufruf erreicht, dem die Generalisierungskante entspricht. Durch den letzten
Parameter, in dem sich die maximale starke Zusammenhangskomponente Z be-
findet, liefert die Funktion callsyg nur Aufrufe zuriick, die innerhalb von Z liegen,
weil die anderen Aufrufe nicht benétigt werden. Der Aufruf von termyg inner-
halb von callsyg bewirkt, dafl eine soweit wie moglich ausgewertete rechte Seite
eines Dependency-Pairs entsteht, und insbesondere werden die Knoten, zu denen
Regeln fiir das gerade abgelesene Dependency-Pair gebildet werden miissen, in
der letzten Ergebniskomponente von callsyg zuriickgeliefert. Die Funktion dpsyg
verwirft die Menge R, die sie von callsyg zuriickgeliefert bekommt, wéahrend die
Funktion neededRulesyg, die spéter noch vorgestellt wird, genau diese letzte Er-
gebniskomponente von callsyg benutzt, um fiir die Knoten darin Regeln abzule-
sen. Die Bedeutung der Menge freeappsyg wird spéter erklédrt. Sie wird Knoten
enthalten, zu denen keine Regeln abgelesen werden diirfen, wéhrend sie hier erst
einmal als leer angenommen wird.

Fiir den Narrowing-Graph aus Abbildung 5.4 wird durch die Funktion dpsyg fiir
den Knoten a aus der maximalen starken Zusammenhangskomponente {a,c, e}
die folgende Menge von Dependency-Pairs berechnet:

dpsye(a, {a, c.el) = {minus'n’(Succ’y) — minus’(dec n)"
P NG( 7{ ) & }) { ) )

wobei die folgenden Zwischenergebnisse von callsyg berechnet wurden:

callsyg(minus n z,a, {a, c,e})
= callsyg(minus n Zero, b, {a, c,e})

U callsyg(minus n (Succ y),c, {a,c,e})

callsyg(minus n Zero, b, {a,c,e})

= callsyg(minus n Zero, d, {a, c,e})

=9
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callsyg(minus n (Succ y),c, {a,c,e})

= callsyg(minus n (Succ y), e, {a,c,e})

= {(minus n (Succ y), e, termyg (e, frecappsyg \ {e}))}
U callsyg(minus n (Succ y),f, {a,c,e})
U callsyg(minus n (Succ y), g, {a,c,e})

= {(minus n (Succ y), e, termpg(e, 0))}

= {(minus n (Succ y), e, minus’(dec n)'y)}
callsyg(minus n (Succ y),f, {a,c,e}) =0
callsyg(minus n (Succ y), g, {a,c,e}) =0

Es erscheint so, als wiirde callsyg zu viele Dependency-Pairs ablesen, da diese
Funktion im Gegensatz zu rulesyg iiber Variablenexpansionskanten hinweg geht.
Betrachten wir dazu den Narrowing-Graph in Abbildung 5.5, der eine Variablen-
expansion fiir Knoten f enthélt.

gny

[n/Zero| [n/(Succ m)

srrt),  (gleeny],
d { applyTtoro (g m) Je |
[ applyToZero x J. T

20, Gol

n Y

(m]j k

Abbildung 5.5: Ein zyklischer Narrowing-Graph zu Beispiel 5.2 fiir Startterm
gny

Weil der Teilgraph ab Knoten g keine Zyklen enthélt, werden zu diesem keine
Dependency-Pairs erzeugt. Der Zyklus ab Knoten a enthélt eine Variablenexpan-
sionskante. Im Term von Knoten e ist unklar, wie die Funktion g m innerhalb
von applyToZero verwendet wird, oder ob diese {iberhaupt verwendet wird. Da
diese Frage unentscheidbar ist, gehen wir in diesen Situationen immer davon aus,
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dafB eine iibergebene Funktion verwendet wird. Um jegliche Verwendung von g m
zu simulieren, hat die Variablenexpansion bereits die frische Variable z an den
Term g m appliziert. Es kann sein, dafl eine Instanz des Terms g n y aus Knoten
a eine Auswertung einer Instanz des Terms g m z aus Knoten i anstofit. Aus
diesem Grund mufl das Dependency-Pair ausgehend von Knoten a nach Knoten
i gebildet werden. Deswegen ergibt sich die Menge

P, = dpse(a, {a.c. e, f.1}) = {g(Succ'm)fy — g'miz)

von Dependency-Pairs fiir den Zyklus {a,c,e,f,i}, wobei die Berechnung von
callsyg(g m v, a,{a, c,e,f,i}) iiber die Variablenexpansion von Knoten f hinweg
geht und so den Knoten i erreicht. Natiirlich ist es in dem Narrowing-Graph in
Abbildung 5.5 leicht sichtbar, das g m immer auf Zero appliziert wird, aber die
Funktion applyToZero konnte ja wesentlich komplexer sein, so dafl keine einfa-
che Heuristik die Parameter leicht abschétzen konnte, da diese Frage, worauf g m
innerhalb einer anderen Funktion angewendet wird, wie bereits erwéahnt, unent-
scheidbar ist.

Zu einem DP-Problem gehort nicht nur eine Menge von Dependency-Pairs, son-
dern auch eine Menge von Regeln. Bei der Dependency-Pair-Methode aus [AGO0]
wiren das alle Regeln eines Termersetzungssystems. Andererseits wird dort im
Abschnitt 3.2 die Menge der Usable rules aus Definition 30 fiir die Innermost-
Auswertungsstrategie vorgestellt. Es hdngt also von der Auswertungsstrategie ab,
welche Regeln fiir die jeweiligen Dependency-Pairs abgelesen werden miissen. Die-
sen Zusammenhang nutzt die Funktion neededRulesyg : Q x Pot(Q) — TES,
welche die Regeln so aufsammelt, wie sie fiir die von dem Eingabeknoten aus
gebildeten Dependency-Pairs unter Beachtung der Haskellauswertungsstrategie
benotigt werden. Sie ist folgendermafien definiert:

neededRulesng((¢cs, u), Q) := U rulesng (v, (¢s’, u'))

(cs’, u')€ neededNodespg (callsyg (u, (cs, u), Q))

Die Entscheidung, zu welchem Knoten nun wirklich Regeln gebildet werden, wird
dabei durch die Funktion

neededNodesyg : Pot(Hg(D, V) x Q x (Hg(D,V) x Q)) — Pot(Q)

getroffen. Sie sammelt gerade die Knoten auf, welche von den Parameterkno-
ten eines Instanzknotens erreicht werden kénnen. Die anderen Regeln, welche im
normalen Dependency-Pair-Ansatz auch noch hinzugenommen werden miifiten,
sind hier nicht nétig, da der Narrowing-Graph durch seinen Aufbau garantiert,
dal diese nicht durch die Haskellauswertungsstrategie aufgerufen werden. Von
diesen erreichbaren Knoten werden die ersten Knoten, an denen eine Fallunter-
scheidung angewendet worden ist, in die Ergebnismenge aufgenommen und von
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da ab nur noch die Nachfolger, in die eine Generalisierungskante zeigt. Konkret
bewerkstelligt sie das wie folgt:

neededNodesng(K) := U Q U
(La,(r,Q))eK

U (successorsys({g'}) N range(generalisation))) \ freeappsyg

(g, (r,Q))e K
(¢, ,q")€ subterm
me N

successorsyg : Pot(Q) — Pot(Q)

successorsng(Q) :={¢€Q|d €Q N ((¢,0,q) € case
V (¢, 1,q) € subterm
Veval(q') =¢q
V generalisation(q’) = ¢) }

Ein Element (l,q,(r,Q)) € K, wobei K eine Ergebnismenge von callsyg ist,
enthélt die Knotenmenge (), in der laut den Definitionen von termpyg und callsyg
die ersten Knoten ab den Parameternachfolgern von ¢ enthalten sind, auf wel-
chen Fallunterscheidungen angewendet worden sind. Zu allen Parameternachfol-
gern von ¢ werden (erreichbar durch subterm) die Nachfolger aufgesammelt, in
die Generalisierungskanten zeigen.

Aus dem Narrowing-Graph in Abbildung 5.6 wird durch die Funktion dpsyg fiir
Knoten a und der maximalen starken Zusammenhangskomponente {a, b, d,g,i}
die Menge Pg;y

7Ddiv ::dpSNG(a7 {aa b7 d7 g, I})

—{div/(Succ'y)*(Succ’'m) — div'(minus'y'm)*(Succ’'m)}

von Dependency-Pairs abgelesen, und zu Py;, erzeugt neededRulesyg die folgende
Menge von Regeln:

Raiv :=neededRulesng(a, {a, b,d, g,i})

={minus’n'Zero — n,
minus’'n/(Succ’y) — minus’(dec n)'y,
dec'Zero — Zero,
dec’(Succ'm) — m }

Bei dieser Berechnung sind folgende Zwischenergebnisse berechnet worden:

neededRulesng(a, {a, b, d, g,i}) = U rulesyg (u', (¢s’,u'))
(cs’,u’)€ neededNodesyg (callsyg (div = n, a, {a, b,d, g,i}))

= rulesyg(minus n x,0)
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neededNodesyg(callsyg(div o n, a, {a, b,d, g,i}))
= neededNodesng({(. .- ,i,(-..,0))})
= successorsyg({i}) U range(generalisation)

— U successorsyc({q'}) N {a, 0}

(i,x,q") Esubterm
= (successorsy¢({j}) N {a,0}) U (successorsye({k}) N {a,o0})

= successorsyg({k}) N{a, o}

= {o}

Da nun erklart ist, wie die beiden Mengen P und R eines DP-Problems zu ei-
ner maximalen starken Zusammenhangskomponente direkt aus einem Narrowing-
Graph abgelesen werden koénnen, kann auch die Funktion

dpProblemyg :: Pot(Q)— > TES x TES

wie folgt definiert werden:

dpProblemyg(Z) :=( | J dpsyg(q), | neededRulesyg(g. 2))

qeZ’ qeZ’

mit Z' := Z N range(generalisation)

Die Funktion dpProblemy liest, unter der Verwendung der Funktionen dpsyg
und neededRulesyg, fiir die maximale starke Zusammenhangskomponente Z das
zugehorige DP-Problem ab. Davor jedoch sortiert sie Knoten der Zusammen-
hangskomponente aus, in welche keine Generalisierungskanten zeigen, denn fiir
diese sind keine Dependency-Pairs und Regeln notig.

Zum Beipspiel ergibt sich fiir die maximale starke Zusammenhangskomponente
{a,b,d, g, i} des Narrowing-Graphen in Abbildung 5.6 das folgende DP-Problem:

dpProblemyg({a, b,d, g,i}) := (Paiv, Raiv)

wéhrend wir fiir die andere maximale starke Zusammenhangskomponente {o, q, s}
dieses DP-Problem erhalten:

dpProblemy({o,q,s}) = ({minus'nf(Succ’y) — minus’(dec n)%y},
{dec’Zero —  Zero,
dec’(Succ'm) — m B
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[n/(Succ m) [n/Zero]
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[div x (Succ m) } div x Zero

7N
[z/(Succ y) [x/Zero]
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[div (Succ ?i) (Succ m) li [div Ze:zo Zero }e
[Succ (div (minus y m) (Succ m)) MZero J h
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{ div (minus y m) (Succ m) J [z/Zero] [x/(Succ y)
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Abbildung 5.6: Ein zyklischer Narrowing-Graph zu Beispiel 5.2 fiir Startterm
divaen
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[/Zero]

s,

[ f (g Zero Zero) n }d

<N

[n/Zero] [n/(Succ m)

[f (g Zero Zero) Zero }f [f (g Zero Zero) (Succ m) Jg/‘} h

i [f (g Zero Zero) m }

] J

Abbildung 5.7: Ein zyklischer Narrowing-Graph zu Beispiel 5.3 fiir Startterm

gnx

Betrachten wir einmal das folgende Haskellprogramm:

Beispiel 5.3

g

g
f
f

n
n

w
w

Zero = f (g Zero Zero) n
(Succy) = gny

Zero = Zero

(Succm) = fwm

Zu diesem ergibt sich zum Startterm g n = der Narrowing-Graph in Abbildung
5.7. In diesem Narrowing-Graph gibt es die beiden maximalen starken Zusam-
menhangskomponenten {a, ¢, e} und {d, g, j}, zu welchen die beiden DP-Probleme
A und B abgelesen werden kénnen:

A := dpProblemy¢({a,c,e})
= ({g'n*(Succ y) — g'nfy},0)

B := dpProblemyg({d. g, })
= ({f'(g'Zero’'Zero)?(Succ'm) — £'(g'Zero’Zero)*m}, 1)

Die Endlichkeit der DP-Probleme A und B kann mit AProVE nachgewiesen
werden. Das folgende Termersetzungssystem R, 4 wurde durch direktes Ablesen
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der Regeln ab den beiden Knoten a und d, in die jeweils Generalisierungskanten
zeigen, erzeugt:

R.a = rulesyg(g n x,a) Urulesng(f (g Zero Zero) n,d)
={ g'n’(Succy) — gn'y,
g'n'Zero — f'(g'Zero’'Zero)'n,
t'(g'Zero'Zero)' (Succ’'m) — f'(g'Zero’Zero)'m,
t'(g'Zero'Zero)' Zero — Zero }

Es ist zu erkennen, dafl die zweite Regel nicht terminiert und AProVE weist
sogar das Termersetzungssystemen R, q4 als nicht-terminierend aus. Im Gegen-
satz zu dem Termersetzungssystem R, 4 ist in die Bildung der DP-Probleme A
und B die Information eingeflossen, dafl die Funktion f ihr erstes Argument
gar nicht braucht. Die Information geht beim direkten Regelablesen aus dem
Narrowing-Graph wieder verloren, so dafl in dem Termersetzungssystem, in dem
jede Reduktionsstrategie erlaubt ist, nicht mehr angenommen werden kann, daf
der Teilterm g'Zero’Zero von der rechten Seite der zweiten Regel keine Auswer-
tung anstoft. Der Narrowing-Graph ist zwar keine perfekte Représentation des
Auswertungsverhaltens eines Terms, aber bei seinem Aufbau wird innerhalb der
Auswertungs-Transformation exakt die Auswertungsstrategie von Haskell einge-
halten. Es ist also immer ratsam, sogar im first-order Fall nicht den Umweg iiber
ein Termersetzungssystem zu nehmen und daraus DP-Probleme zu erzeugen, son-
dern direkt DP-Probleme aus dem Narrowing-Graph abzulesen.

Neben diesen Narrowing-Graphen und ihren dazugehorigen DP-Problemen gibt
es aber auch Narrowing-Graphen, in denen ein subtiles Problem zutage tritt,
welches ebenfalls behandelt werden mufl. Diese Behandlung wird mit der Menge
freeappsyg gesteuert. Betrachten wir hierzu den Narrowing-Graph in Abbildung

5.8 zum folgenden Haskellprogramm?:

Beispiel 5.4

appN Zero r e = ¢

appN (Succm) = e = z (appNm ze)

h n e Nil = e

h n e (Conszxs) = hn(appNnze) s

?Die Funktion appN berechnet die n-fache Applikation von x auf e. Die Funktion h berechnet
hnelfy, ... fm] = fin( 3 (7€) ..).
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-------

lys/Nil] [ys/(Cons z xs)]
N

hnelNil [hne(Consazazs)]
l C
[hn(appNn:L‘e) .ISle

/ N

ys
fffffffffffffffff ﬁ T

[n/Zero| [n/(Succ m)

L N

[ appN Zero x ¢ } [ appN (Succ m) z e J

i I j
k [x(apmea:e)}l

Abbildung 5.8: Ein zyklischer Narrowing-Graph zu Beispiel 5.4 fiir Startterm
henys

Zu der maximalen starken Zusammenhangskomponente {a,c,e} des Narrowing-
Graphen in Abbildung 5.8 ergibt sich das folgende DP-Problem:

dpProblemy({a, c,e}) = (Pn, Rp)

wobei
Py, := {bh'n’e*(Cons = x5) — h'n'(appN n = e)*zs}
und
Ry 1= ruleSNG(appN nxe, h) = {appN/Zero’g;/e — e,

appN’(Succ m)'z’'e — 2'(appN'm/z’e)}

Die grundlegende Idee fiir die Regeln eines DP-Problems ist, daf§ es alle Regeln
beinhaltet, die von den rechten Seiten der Dependency-Pairs her erreicht werden
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konnen. Fiir R, trifft das aber nicht zu, denn die rechte Seite des Dependency-
Pairs h'n’(appl n = e)*xs kann bei geeigneter Instantiierung von z, indirekt iiber
die zweite Regel der Funktion appN, jede mehrstellige Funktion aufrufen, die
typkorrekt in dem Haskellprogramm 5.4 wiren. Bei genauerer Betrachtung der
rechten Seite des Dependency-Pairs fallt auf, dafl der Term appN n = e zu jedem
Ergebnis ausgewertet werden kann, je nachdem, welche Funktion fiir x eingesetzt
wird. Da es unmoglich ist, nur mit Informationen aus dem Narrowing-Graph fiir
alle Instanzen eines solchen Terms die Normalformen abzuschétzen, ersetzen wir
diesen Term einfach durch eine frische Variable und haben damit alle Ergebnisse
abgedeckt.

Diese Idee auf die Regeln auszudehnen, fiihrt leider nicht zu guten Ergebnissen in
der Terminierungsanalyse mit Hilfe der Dependency-Pair-Methode. Wiirden wir
die zweite Regel aus R durch

appN'(Succ m)'z'e — y

ersetzen, mufl die Dependency-Pair-Methode scheitern, da die Regeln eines DP-
Problems zu dessen Endlichkeitsnachweis durch eine fundierte Ordnung minde-
stens als gleich interpretiert werden miissen. Die Variable y kann aber mit je-
dem Term instantiiert sein, so dafl eine Anordnung in jedem Fall scheitern muf.
Wiéhrend in der Menge der Dependency-Pairs durch Argumentfilterungen, die
héufig im Rahmen der Dependency-Pair-Methode angewendet werden, eine sol-
che frische Variable moglicherweise weggefiltert werden kann, so daf§ noch Aus-
sicht auf einen erfolgreichen Terminierungsbeweis besteht.

Um in den Dependency-Pairs solche Funktionsaufrufe, die freie Applikationen der
oben beschrieben Art enthalten, durch frische Variablen zu ersetzen, miissen diese
Funktionen erst einmal in den Narrowing-Graphen endeckt werden. Eine solche
freie Applikation hat die Form (cs,v uy ... wu,), wobei v € V| und n > 0 sein
mufl. Ausgehend von Knoten, deren Terme freie Applikationen sind, sammeln
wir riickwérts itber Auswertungskanten, Fallunterscheidungskanten, Parameter-
aufteilungskanten und Generalisierungskanten alle Knoten auf und erhalten so
die Menge, welche wie folgt definiert ist:

freeappsyg 1= U predecessoryg({(cs,v uy ... uy,)})
(es,v uq ... un)EQUEV ,n>0,meN

predecessory : Pot(Q) — Pot(Q)

predecessoryg(Q) :={¢ € Q| qge Q AN ((¢,0,q) € case
V (¢, 1,q) € subterm
Veval(¢') = q
V generalisation(q’) = ¢q) }
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Die Wirkung der Menge freeappsy innerhalb der Funktion callsyg ist, dafl Terme,
die zu einer freien Applikation ausgewertet werden konnen, direkt durch frische
Variablen ersetzt werden. Denn die Filtermenge @), welche eine Teilmenge von
freeappsyg ist, wird der Funktion termyg mit iibergeben. Die Funktion termpyg
liefert dann fiir einen Knoten in freeappsyg eine frische Variable zuriick, aufler,
an diesem Knoten wurde eine Variablenexpansion, eine Auswertung oder eine
Parameteraufteilung fiir einen Konstruktor angewendet. Es werden also die oben
vorgestellte Art von Dependency-Pairs gebildet. AuBBerdem werden keine Regeln
mehr zu Knoten, die in der Menge freeappsy enthalten sind, gebildet.

Das DP-Problem zu dem Narrowing-Graph in Abbildung 5.8 und dessen maxi-
maler starker Zusammenhangskomponente {a, c,e} verdndert sich deswegen zu:

dpProblemy¢({a, c,e}) = (P, Rp)

wobei
Py, = {bh'n’e*(Cons = xs) — h'n'wirs}

und
Rh = @

Die frische Variable w ersetzt nun wie gewiinscht den Term appN'n/z’e. Die Re-
gelmenge Ry, ist leer, weil die Knoten a, c, e, f, h, jund | in der Menge freeappsyg
enthalten sind und so die Regelbildung blockieren.

Ab jetzt konnen fiir jeden Narrowing-Graph und dessen maximalen starken Zu-
sammenhangskomponenten die zugehorigen DP-Probleme mit Hilfe der Funktion
dpProblemyg abgelesen werden.

Die DP-Probleme, welche wie oben beschrieben aus einem Narrowing-Graph ab-
gelesen werden, kénnen nun von bekannten Terminierungsanalyse-Tools (also
auch von AProVE [GTSKF04]) untersucht werden. Bei nachgewiesener Endlich-
keit all dieser DP-Probleme kann gefolgert werden, daf§ der Startterm, zu dem
der Narrowing-Graph erstellt wurde, NF-terminiert.

5.3 Korrektheit der Terminierungsanalyse

In diesem Abschnitt wird die Korrektheit der Terminierungsanalyse gezeigt. Es
wird nachgewiesen, dafi ein Starterm fiir ein Haskellprogramm NF-terminiert,
wenn alle aus dem zugehorigen geschlossenen Narrowing-Graph abgelesenen DP-
Probleme endlich sind.

Bevor der eigentliche Beweis gefiithrt wird, werden einige noch nétige Begriffe
eingefiithrt und einige Hilfslemmata nachgewiesen.
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Dabei gehen wir insgesamt wie folgt vor:

e Als erstes wird die NF-Nachfolgerfunktion erklirt, von dieser wird anschlie-
Bend gezeigt, dafl sie die Nicht-NF-Terminierung eines Knotens auf die
Nicht-NF-Terminierung eines Nachfolgerknotens iibertragt. Mit Hilfe der
NF-Nachfolgerfunktion koénnen dann die NF-Ketten definiert werden. Ei-
ne NF-Kette ist eine Kette von nicht-NF-terminierenden Knoten innerhalb
eines Narrowing-Graphen.

e Daraufhin wird die Auswertungsgleichheit fiir Haskell-Basisterme erkléart,
wobei zwei Haskell-Basisterme auswertungsgleich sind, wenn keine Haskell-
Funktion diese unterscheiden kann. AnschlieBend wird die Auswertungs-
gleichheit fiir die abgelesenen Regeln zu einem DP-Problem nachgewiesen.
Damit wird bestétigt, dafl eine abgelese Regel auf einen Term nur seman-
tikerhaltend angewendet werden kann.

e Es wird die Menge der Regelstartknoten RQ; eingefiihrt, welche alle Knoten
enthilt, zu denen Regeln fiir ein DP-Problem der maximalen starken Zu-
sammenhangskomponente Z abgelesen wurden. Mit den Regelstartknoten
wird die Menge der Regelkopfterme RHy erklédrt. Von den Regeln wird ge-
zeigt, dal deren rechten Seiten in der Menge der Regelkopfterme bleiben, so
daB spéter im Lemma 5.11 gezeigt werden kann, dafl ein Regelkopfterm mit
Hilfe der abgelesenen Regeln jedes Pattern erreichen kann, welches dieser
auch mit der normalen Haskellauswertung erreichen kann.

e Die Auswertungsreihenfolge in bezug zu einem Pattern wird erklart. Es
wird nachgewiesen, dafl eine Auswertung an einer beliebigen Stelle eines
Terms diesen in der Auswertungsreihenfolge nicht zurtickwirft. Mit Hilfe
dieser Ordnung wird die Induktion im Lemma 5.11 ermoglicht.

e Dann wird die Hauptaussage im Satz 5.1 gezeigt, dafl namlich zu jeder NF-
Kette eine unendliche Kette des zugehorigen DP-Problems existiert, wobei
das Lemma 5.11 benutzt wird, um zu zeigen, dafl die rechte Seite eines
Dependency-Pairs immer die linke Seite des nachfolgenden Dependency-
Pairs innerhalb der unendlichen Kette eines DP-Problems fiir eine NF-Kette
erreicht, weil die Teilterme der rechten Seite eines Dependency-Pairs Regel-
kopfterme sind und so die Regeln des DP-Problems ausreichen, die Patterns
zu erreichen, welche die linke Seite des nachfolgenden Dependency-Pairs
einfordert.

e Abschlieend wird die Korrektheit der Terminierungsanalyse im Satz 5.2
nachgewiesen. Es wird gezeigt, dal aus der Endlichkeit der abgelesenen
DP-Probleme die NF-Terminierung des Startterms vom Narrowing-Graph
folgt.
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Mit Hilfe der NF-Nachfolgerfunktion koénnen die unendlichen Zuriickfithrungspfa-
de aufgebaut werden, welche zu Kapitelbeginn intuitiv motiviert wurden.

Definition 5.9 (NF-Nachfolgerfunktion) Die Funktion
suceny 2 Q x SUB(D, V) — Q x SUB(D, V)

liefert den mnormalform-instantiierten nicht NF-terminierenden Nachfolger zu
einem normalform-instantiierten nicht NF-terminierenden Knoten aus dem ge-
schlossenen Narrowing-Graph NG zuriick. Sie ist folgendermajfen definiert:

sucent ((cs, u),0) ==
( (e, ul).0),  wenn M((cs, u)) = eval,
eval((cs,u)) = (cs', ),

uo ¢ NFSp (Fall 1)

((es,u x),0"), wenn M((cs,u)) = varexp,
Varexp((g, u)) = (Q’ u ZE),
3t € NFSp: ut ¢ NFSp A x0” = tlpp
Yy € Viee(u): yo' = yo,
uo ¢ NFSp (Fall 2)

((%i, ui)> U)v wenn M((ﬁa U)) = parsplit,
((cs,u), 1, (cs;,u;)) € subterm,
wio ¢ NFip,
Vie{l,...,i—1}uo € NFp,
uo ¢ NFSp (Fall 3)

((%7 U(SZ), OJ)a wenn M((ﬁ, U)) = case
((§7 U), Oi, (@7 U5z)) € case,
ud;0’ = uo,

uo ¢ NFSp (Fall 4)

((¢s;,ui),0), wenn M((cs,u)) = instance,
((cs,u), x;, (cs;,u;)) € subterm,
;o ¢ NFip,
Vie{l,...,i— 1} ujo € NFE|P7
uo ¢ NF§p (Fall 5)

((cs',u'),0"), wenn M((cs,u)) = instance,
generalisation((cs, u)) = (¢s', '),
V((cs, u), x4, (cs;, u;)) € subterm: w;o € NFSp,
V; € Viee(u): ;0" = w0 np,

uo ¢ NFSp (Fall 6)
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Das Nachfolgerlemma bestétigt uns, dafl die aufgebauten unendlichen Zuriickfiih-
rungspfade unserer Idee entsprechen, dafi sich aus der Nicht-NF-Terminierung
eines Knotens, die Nicht-NF-Terminierung eines Nachfolgers ergibt.

Lemma 5.1 (Nachfolgerlemma) Sei
NG = (Q, M, case, subterm, eval, varexp, generalisation)

ein geschlossener Narrowing-Graph, so gibt es fir jeden Knoten (cs,u) € Q und
jede Normalform-Substitution o, fir die uo’ ¢ NFﬁp gilt und uo typkorrekt ist,
einen Nachfolger (cs',u') von Knoten (cs,u) und eine Normalform-Substitution
o', fir die ebenfalls u'c’ ¢ NFﬁP gilt und uo’ typkorrekt ist.

Beweis:

Dieser Beweis wird mit Hilfe der Funktion succyyt konstruktiv gefiihrt.

Zu zeigen ist nun, wenn uo ¢ NFe und sucegy' ((cs,u), o) = ((cs',u'), ') gelten,
o eine Normalform-Substitution ist und uo typkorrekt ist, daf$ u'c’ ¢ NFﬁP gilt

und o' eine Normalform-Substitution, so daff u'c’ typkorrekt ist.

Sei nun o eine Normalform-Substitution so daf$ uo typkorrekt ist,
suceye ((cs,u), o) = ((cs',u'), 0)

und uo ¢ NF§p.

Fall 1 Aus der Definition der Auswertung folgt u —EST v’ und damit folgt aus dem

Korrektheitslemma 4.1, daff u'c ¢ NFﬁP gilt und u'o typkorrekt ist. Wegen
o' = o gilt so auch u'c’ ¢ NFSp

Fall 2 Aus der Definition 4.5 und uo ¢ NFSp folgt, dafy ein Term t € NFSp exi-
stiert mit uo t ¢ NFﬁP, so daf$ uo t typkorrekt ist. Wegen der Eindeutigkeit
der Haskellauswertung, gilt so auch uo (t [up) € NFSp. Aus xo’ = t |up
und Yy € Viee(u): yo' = yo folgt, daf u xo' ¢ NFSs gilt und o' eine
Normalform-Substitution ist.

Fall 3 Durch Korrektheitslemma 4.2 folgt, daf ein
((§7 U), (3 (ﬁp Uz)) € subterm

existiert, fir das u;o ¢ NFSp gilt. Wegen o' = o und u' = u; gilt so auch
u'o’ ¢ NF5p.

Fall 4 Die Fallunterscheidung gibt es fiir Variablen und Typvariablen, daher sind
hier zwei Fille zu betrachten.
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Fall 4.1 Sei auf (cs,u) eine Fallunterscheidung fir eine Variable angewendet
worden. Aus der Definition der Fallunterscheidung fiir Variablen folgt
evaluatefjp' (u) = €ITOT T|4r, .| und fir jeden Konstruktor c; aus
{c1,...,¢,} = constrp(d), daf ((cs,u),d;, (cs,ud;)) € case mit §; =
[33|d 1 ...Tm|/(ci Ti1 - xi,ni)‘dﬁ |] gilt.

Wegen uo ¢ NFﬁP und weil o eine Normalform-Substitution ist, exi-
stieren fiir x\q,, . 5, die Termety, ... t,, € Hg(D,V), so dafs

Tm

Lid7y ...7;m|0 = (Ci Ti1 --- xi,ni)|d _ Tm‘[xi,l/tb s axln/tn]

fir eini € {1,...,n} gilt.
T|d 7y ... 7|0 = error kann nicht gelten, da sonst uc —yp error und uo €

NFSp gelten wiirden und so der Annahme uo ¢ NFSp widersprechen
wiirde.

Insgesamt folgt, daf
O'/ = [xi,l/tla N >xi,ni/tni]0—

eine Normalform-Substitution ist und ud;o’ ¢ NF3e gilt. Mit ' = ué;
folgt so auch v'o’ ¢ NFﬁP, und dafl u'o’ typkorrekt ist.

Fall 4.2 Sei nun auf (cs,u) eine Fallunterscheidung fiir eine Typvariable an-
gewendet worden. Da o eine Normalform-Substitution und uo typkor-
rekt ist, ist jeder Typ ausreichend instantiiert (der Typchecker wiirde
andernfalls den Term zurickweisen). Aus der Definition der Fallun-
terscheidung fiir Typvariablen folgt, dafS es ein

((QJ u); i? (Q“ uz)) - SUbterm

und eine Normalform-Substitution o' geben muf, fir die u;0’ = uo
gelten muj$, weil in der Fallunterscheidung alle giltigen Typinstanzen
abgedeckt sind.

Fall 5 Aus der Bedingung w;o ¢ NFE|P fiir diesen Fall und wegen u' = wu; und
o' = o folgt direkt u'o’ ¢ NF§p.

Fall 6 Aus der Definition der Instantiierung folgt p = [x1/us, ..., xp/ Uy und u =
u'p. Zusammen mit uo ¢ NFSp folgt deswegen u'po ¢ NFSe. Fir alle
i€ {1,...,n} gilt durch die Bedingungen fiir diesen Fall u;c € NFSp und
so auch zpo € NF5p fir alle £ € Veee(w'). Wegen der Eindeutigkeit der
Haskellauswertung folgt so auch u'c’ ¢ NF§p, und daf u'c’ typkorrekt ist,
weil xo' = xpo|np gilt.
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Die NF-Kette entspricht einem unendlichen Zuriickfithrungspfad ab einem Kno-
ten, in den eine Generalisierungskante zeigt, denn durch das Zykellemma 4.8 auf
Seite 82 wissen wir bereits, daf§ Zyklen auf denen unendliche Zuriickfithrungspfa-
de nur liegen konnen, eine Generalisierungskante enthalten.

Definition 5.10 (NF-Kette) Eine unendliche Folge (q1,01), (g2, 02), (g3, 03), . . .

aus Paaren von Knoten und Substitutionen ist eine NF-Kette ab Knoten q,, wenn
@1 = (¢sy,u1), 1 € range(generalisation), u; ¢ NFpyp und oy eine Normalform-
Substitution mit uyoy ¢ NFSp ist, so daf

SUCCNQF(% 0i) = (¢it1, it1)
fur alle 1 > 0 gilt.

Die booleschen Funktionen erméglichen eine einfache Charakterisierung der Aus-
wertungsgleichheit von zwei Haskell-Basistermen

Definition 5.11 (Boolesche Funktionen zu einem Typ) Die Menge B, C
Vg st die Menge aller Funktionsvariablen, die jeweils an eine Funktion mit dem
Typschema ) = 7 — Bool gebunden sind. Sie ist definiert wie folgt:

B|T\ = {UIT—>B001| ‘ (UIT—>B001|7 @ =T BOOI,E) € F(D>V)}

Die Auswertungsgleichheit sagt aus, dal zwei Terme innerhalb eines Haskellpro-
gamms nicht durch Patternmatching unterschieden werden kénnen. Zwei auswer-
tungsgleiche Terme unterscheiden sich also hochstens in der Anzahl der Auswer-
tungsschritte, die sie benotigen, um ein bestimmtes Pattern zu erreichen, da die
Schrittanzahl mit keiner Funktion in Haskell gezdhlt werden kann.

Definition 5.12 (Auswertungsgleichheit) Zwei Terme t,; € H§(D,V) und
U € HS(D,V) sind genau dann auswertungsgleich(kurz tir) =wp Ujr|), wenn

G G
(V}7—Boo1 U] € NFip A V7 poor|t|r| € NFip) = (V}r—Boo1|U|r|LHP= V}r—Boo1|t|r|LHP)

und
G G
V|7 —Bool|U|7| € NI:HP - 27\7’—>Bool|t|7'\ € NI:HP

fiir alle v _go01| € By gilt. Zusatzlich sind zwei Terme t,u € Hg(D,V) genau
dann auswertungsgleich, wenn fir alle Grundsubstitutionen o

to =HPp UO
gilt.

Mit der Patternerreichbarkeit wird ausgesagt, dal ein Term zu einem Term aus-
gewertet werden kann, der ein gegebenes Pattern matcht.
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Definition 5.13 (Patternerreichbarkeit) Seit,u € Hg(D,V) und p ein linea-
res Pattern aus Pg(D,V) mit t —{p u. So gilt

>p
t—hpu

genau dann, wenn p den Term w matcht und dieser gleichzeitig der erste Term
in der Reduktion t —{p u ist, der von p gematcht wird.

Auflerdem ist len(t —B) die Anzahl der benitigten Auswertungsschritte, um vom
Term t aus das Pattern p zu erreichen. Wenn t das Pattern p nicht erreicht, gilt
len(t —;b) = oo.

Wenn ein Pattern durch einen Term erreichbar ist, so kann auch jeder zu diesem
auswertungsgleichen Term dieses Pattern erreichen.

Lemma 5.2 (Patternlemma)
Wenn t =pp t', t =45 u und p eine lineares Pattern aus Pg(D, V) ist, dann folgt,
dap ein u' existiert mit t' — b u' und u =pp v’

Beweis:
Aus t =pyp t' und t —>ﬁ§ u folgt t' =pp t =np u. Sei T der Typ von t. AufSerdem
gibt es ein boolesche Funktion, welche an v € B, gebunden ist, mit den Regeln

v p = True

v _ = False

so dafl v polup= True fir jede Substitution o gilt. Also gilt v ulyp= True und
so auch v t'|yp= True, wegen t' =xp u. So muff t' das Pattern p erreichen, also
gibt es u'. O

Das folgende Lemma wird bené6tigt, um spéter zeigen zu kénnen, dafl auch Regeln
wie sie zu DP-Problemen aus Narrowing-Graphen abgelesen werden, die Auswer-
tungsgleichheit erhalten.

Lemma 5.3 (termpg erhilt Auswertungsgleichheit)
Wenn (t, R) = termyg((cs,w), D) gilt, folgt t =pp u

Beweis:
Diese Aussage wird per Induktion tiber die Aufrufe von termyg gezeigt, da termyg
termainiert.

Sei M((cs,u)) = eval. So gilt termpg((cs, u), D) = termpyg((cs’, '), D), (cs',u’) =
eval(cs,u) und u —EST u'. Wegen (t, R) = termyg((cs',u'), D) folgt per Indukti-

onshypothese t =pp v’ und so auch t =pp u, weil =557 die Auswertungsgleichheit
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per Definition erhdlt.
Fiir M((cs,u)) € {varexp, case} gilt die Aussage direkt, weil dabei u =t gilt.
Sei M((cs,u)) = parsplit. So gilt termng((cs,u),0) = (h t1 ... to, Ui, R:i) fiir

u=nhu ... u, und (t;, R;) = termyg((cs;,u;),0). Wegen t; =np u; gilt sofort
htl tnEHp hu1 e Up.

Fall M((cs,u)) = instance ist analog zu Fall M((cs, u)) = parsplit, da Haskellpro-
gramme Konstruktorsysteme sind.
O

Die Auswertungsgleichheit der abgelesenen Regeln garantiert uns, daf eine abge-
lesene Regel durch eine Anwendung einen Term in einen anderen iiberfiihrt, der
dieselbe Semantik in Haskell hat.

Lemma 5.4 (Regeln aus rulesyg erhalten Auswertungsgleichheit)
Wenn t =pp u gilt, folgt | =pp r fiir alle [lJapp — [r]app € rulesng(t, (cs, u))

Beweis:
Diese Aussage wird per Induktion tiber die Aufrufe von rulesng gezeigt, da rulesyg
terminiert.

Sei t =Hp U.

Sei M((cs,u)) = eval.

Es gilt rulesng(t, (cs,u)) = rulesng(t, (¢s',v')), (cs',u') = eval(es,u) und
u —EST /. So folgt uw =pp u' und damit auch t =pp u', wegen t =up u. Per
Induktionshypothese gilt | =pp v fir alle [[Japp — [r]app € rulesng(t, (cs’,u'))

und so auch I =yp 1 fiir alle [[]app — [r]app € rulesng(t, (cs,u)).
Sei M((cs,u)) = case. So gilt

rulesng (¢, (cs,u)) = U rulesng (10, (¢s’, ud))

((ﬁvu) 767 (ﬁ/ 7u5) ) Ecase

Aus t =pp u folgt td =pp ud per Definition von =pp und so ist die Induktionshy-
pothese wieder anwendbar und das Geforderte folgt.

Fiir M((cs,u)) = varexp folgt rulesng(t, (cs,u)) = {[t]app — [u]app} und so we-
gen t =pp u direkt auch das Gewtinschte.
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Fiir M((cs,u)) € {instance, parsplit} folgt

rulesng(t, (¢s,u)) = {[t]app — [w]app} U U rulesyg (v, (¢s', u'))
(cs' W)ER

fir (w, R) = termyg((cs,u),0). Per Induktionshypothese folgt fiir jede Regel aus
rulesnyg (v, (¢s',w')) bereits das Gewiinschte. Wegen Lemma 5.3 folgt w =np u und
mit t =pp u folgt so t =pp w.

O

Diese Definition wird benotigt, um die Beweise auf Regeln einfacher gestalten zu
konnen.

Definition 5.14 (R ist R auf Haskelltermen) Fir jedes R aus einem DP-
Problem (P, R), welches mit Hilfe der Funktion dpProblemyg aus einem geschlos-
sen Narrowing-Graph abgelesen worden ist, existiert das Termersetzungssystem
R auf Haskelltermen, so dafy | — r € R fiir jedes [lJapp — [r]app € R gilt (i.c.
in der Funktion rulesyg konnen die APP-Aufrufe einfach weggelassen werden und
man erhilt R).

Definition 5.15 (Regelstartknoten RQz) Die Menge RQz C Q ist die Menge
aller Knoten, zu denen rulesyg Regeln fiir eine mazimale starke Zusammenhangs-
komponente Z abgelesen hat.

RQz = U rnodesne (¢, Z)

q€Z
wobei:

rnodesye ((cs, 1), Q) == U rnodesng(q)

geneededNodes g (callsyg (u,(cs,u),Q))
rnodesyg : Hg(D, V) x Q — Pot(Q),
(rnodesyg(eval(q)), fiir M(q) = eval
0, fiir M(q) = varexp

U  rnodesng(q:), fiir M(q) = case
(g,9i,q:)Ecase

W U | rnodesng(q),

(gew)

rnodesng(q) == <

fiir M(q) € {instance, parsplit},
(t, W) = termyg(q, 0)

\

Es ist zu beachten, dafy die Funktionen rnodesyg und rnodesNe dieselbe Rekursi-
onsstruktur aufweisen wie die Funktionen rulesyg und neededRulesyg.
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Lemma 5.5 (Marken von RQy)
Wenn q € RQyz gilt M(q) € {eval, case, varexp}

Beweis:

Per Definition von rnodesyg und rnodesﬁz, sind alle Knoten aus RQy, durch
termyg aufgenommen worden oder direkt durch neededNodesyg in RQz aufge-
nommen worden. Durch termyg kénnen nur Knoten mit der Marke case aufge-
nommen werden.

Ansonsten sind es bei neededNodesyg nur Knoten, in die Generalisierungskanten
zeigen, diese konnen nur die Marken eval, case haben, aufler es ist der Knoten
(0,2 y). Der Knoten (0, y) ist aber eine freie Applikation und wird deswegen
direkt durch freeappsyg wieder entfernt. a

Definition 5.16 (Baum-Nachfolger) Der Knoten q ist ein Baum-Nachfolger
von einem Knoten ¢’ in einem Narrowing-Graph, wenn auf dem Pfad von ¢
nach q keine Generalisierungskanten oder Variablenexpansionskanten tiberschrit-
ten werden.

Mit diesem Lemma wird gezeigt, dafl zu dem Generalisierungskanten-Nachfolger
eines Knotens, an dem eine Regel endet, ebenfalls Regeln abgelesen wurden. Diese
Aussage brauchen wir, um spéter Lemma 5.8 nachweisen zu koénnen.

Lemma 5.6 (Instantiierungen und RQy)
Wenn n € RQz und sei q ein Baum-Nachfolger von n mit M(q) = instance, so
gilt generalisation(q) € RQz

Beweis:
Die Menge RQy ist abhdngig von neededNodesyg, welche die Nachfolger anhand
der Ergebnisse von callsyg zusammensetzt. Fir ein Ergebnis

(t,q', (t,W)) € callsng(. .. )

gilt (t,W) = terms(q,X) fir eine Menge X. Die Funktion neededNodesyg
nimmt W direkt in die Ergebnismenge auf, wihrend zu q die Nachfolger gebildet
werden. Die Nachfolger werden tiber alle Kanten bis auf Variablenexpansionskan-
ten abgelesen, waihrend termyg und rulesyg jeweils nie iber Generalisierungskan-
ten und nie tiber Variablenexpansionskanten hinweg gehen. Und so muf die Men-
ge der Nachfolger von ¢’ immer grifler sein, als die der von termyg oder rulesyg
durchlaufenen Knoten. Und zu allen Nachfolgern von ¢, in die eine Generalisie-
rungskante zeigt, werden Regeln gebildet und so folgt generalisation(q’) € RQy,
aufSer freeappsyg entfernt generalisation(q’) wieder. Das kann freeappsyg nicht,
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weil folgender Sachverhalt fiir freeappsyg gilt:

Wenn ¢’ € freeappsyg und ¢ € range(generalisation) gilt,

generalisation ' (q') € freeappsyg

Deswegen ist nach dem Herausnehmen von freeappsyg aus den bis jetzt fir ¢
aufgesammelten Knoten immer noch generalisation(q) enthalten oder q wurde
mit entfernt. |

Die Menge RHy ist die Menge der Haskellterme Hg(D, V), die mit Hilfe von Regeln

aus R zu jedem Pattern ausgewertet werden, welches von diesen Termen genauso

mit der erweiterten Auswertungsfunktion evaluatefs' erreicht werden kann.

Definition 5.17 (Regelkopfterme RH; zu RQy) Die Menge der Regelkopf-
terme RHz C Hg(D, V) ist die kleinste Menge, fir die

e Vi CRHz,

o {tjr—rltir—r € HE(D,V)} C RHz,

o u[zy/t; ... x,/t,] € RHy, fiir (cs,u) € RQz, t; € RHz und x; € V (u),
e cly ... t, € RHy, fiir c € Consy, n = arity(c) und t; € RHz und

e error € RHy

gilt. Eine Substitution o ist eine RHz N HY(D,V)-Substitution, wenn fir jedes
x € Dom(o) der Term xo aus RHz NH§(D, V) ist.

Sei beispielsweise RQz = {(0,f = (g x), (0,h y)} mit £f,g € V¢ und x,y € V.. Es
sind also nur Regeln zu den Knoten (0, f z (g ) und (,h x) vorhanden, so dafl
die Menge RH; neben anderen die Terme

ehuz

o fx(gu)

e f(hy)(g(hy))
h(fz (g )

e £ (fy(gy)) (g(fx(gn)))
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enthélt, aber beispielsweise diese Terme nicht enthélt:

e fuy

f(hy) (g2
.gaj’

Es gilt f © y ¢ RHz, weil £ € Vg gilt und es keinen Knoten der Form (¢s', £ = y) in
RQz gibt. Genauso gibt es keine passenden Knoten fiir die beiden letzten Terme.

Im folgenden Lemma wird gezeigt, dafl die Funktion termyg bei richtiger Verwen-
dung wieder Terme aus RH; zuriickliefert. Damit konnen wir im anschliefenden
Lemma zeigen, dafl Regeln aus R die Menge der RHz nicht verlassen.

Lemma 5.7 (termpyg liefert Terme aus RHy) Sei (t, W) = termpg((cs, u), 0)
und (cs,u) ein Baum-Nachfolger eines Knotens aus RQz. Wenn W C RQy gilt,
1stt € RHy.

Beweis:
Diese Aussage wird per Induktion tiber die Aufrufe von termyg gezeigt, da termyg
terminiert.

S@i w Q RQZ

Sei M((cs,u)) = eval. So gilt termpg((cs, u),?) = termng((cs', '), D), und per
Induktionshypothese folgt das Gewiinschte.

Fiir M((cs,u)) = varexp ist t = u und u ist vom Funktionstyp und es gilt u € RH.

Fiir M((cs,u)) = case gilt (cs,u) € W. Damit gilt (cs,u) € RQyz und so folgt
u € RHZ

Sei M((cs,u)) = parsplit, so gilt

n

termng((cs, u),0) = (hty ... tp, U R;)
i=1
firu="hwuy ... u, und (t;, R;) = termng((cs;, u;), D). So gilt Ry C W C RQy

und es folgt t; € RHyz per Induktionshypothese. Wegen des Aufbaus von RHz gilt
ht, ... t, € RH;.
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Sei M((cs,u)) = instance, so gilt

n

termNg((@, U), @) = (U,[xl/tla e >xn/tn]> U RZ)

i=1

fiir (cs',u') = generalisation((cs, u)) und (t;, R;) = termng((cs;, u;),0). So gilt
R, CW C RQgz und es folgt t; € RHz per Induktionshypothese. Wegen Lemma
5.6 gilt (cs’,u') € RQz und zusammen ergibt sich u'[xy/ty,...,z,/t,] € RHz aus
dem Aufbau von RHy. O

Das folgende Lemma weist nach, dafl eine Regel, welche auf einen Term aus RHy
angewendet wird, wieder einen Term liefert, der in RH liegt.

Lemma 5.8 (Regeln bleiben in RHy)
Wenn [[Japp — [r]app € rulesng(t, (cs,u)) und (cs,u) € RQgz, dann gilt r € RH.

Beweis:

Wegen [[]app — [r]app € rulesng(t, (cs,u)) und der Definition von rulesyg, mufs
es einen Knoten (cs',u') mit M((cs’,u')) € {varexp, instance, parsplit} und einen
Term t' geben, so daf8 [[Japp — [r]app € rulesng(t, (cs',u')) gilt.

Fiir den Fall, dafs

[]app — [r]app € rulesng(t', (cs', u'))

mit M((cs’,u')) = varexp gilt, hat r auf jeden Fall den Funktionstyp und ist so in
RH enthalten.

Fiir den Fall, dafs

[]app — [r]app € rulesng(t', (cs',u'))

mit M((cs', ")) € {instance, parsplit} gilt, ist (r, W) = termyg((cs’,u’), D). Weil
die Rekursionsstrukturen von den Funktionen rulesyg und neededRulesyg und den
Funktionen rnodesyg und rnodesRe gleich sind und rnodesRe und neededRulesyg
fiir dieselben Knoten aufgerufen werden, gilt

RQz 2 rnodesng((cs, u)) 2 rnodesng((cs’,u')) 2 W

fir (r,W) = termpg((cs’,u’),0). Weil (¢s',u') Baum-Nachfolger von (cs,u) €
RQz und RQz DO W gilt, folgt r € RHy; durch das Lemma 5.7. a
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Die Auswertungsreihenfolge sagt aus, dafl ein Term mehr Auswertungsschritte
braucht als ein anderer Term um dasselbe Pattern zu erreichen. Diese Ordnung
ist fundiert fiir Terme, die dasselbe Pattern in endlicher Anzahl von Haskell-
Auswertungsschritten erreichen kénnen. Anhand dieser Ordnung wird per In-
duktion in Lemma 5.11 nachgewiesen, dafl ein Grundterm aus RHz mit Hilfe von
Regeln aus R dieselben Patterns erreichen kann, wie mit Hilfe der Auswertungs-
funktionen evaluatepp.

Definition 5.18 (Auswertungsreihenfolge) Die Auswertungsreihenfolge
>pC Hg(D,V) x Hg(D, V)
zu einem linearen Pattern p ist definiert wie folgt:

t>=p u gdw. t =pp u und fiir jede Grundtermsubstitution o zu der to typkorrekt
18t
(len(to —;B) # o0) = (len(to —b) > len(uo —.b))

gilt. Die Relation =, ist genauso definiert, nur daff > durch > ersetzt wird.
Auperdem gilt t =pypv) u, wenn t =, u fir jedes lineare Pattern p € Pg(D,V)
qgilt.

Das folgende Lemma zeigt, dal nach einer Auswertung an einem Teilterm, der
nicht unbedingt der Redex des Terms ist, die Auswertung zu einem Pattern nicht
mehr Schritte benétigt als vorher.

Lemma 5.9 (Schachtelung der Auswertungsreihenfolge)
Aus t|7|- EPB(D,V) t fOth t EPB(D,V) t[tl]ﬂ-.

Beweis:
Sei o eine Grundtermsubstitution, wobei to typkorrekt ist und sei p ein lineares
Pattern.

Fiir len(to —;b) = oo gilt die Aussage bereits. Sei also len(to —;b) # o0o.

Weil len(to —>ﬁ€) =n gilt, gibt es eine Auswertung to —p u fiir einen Term u
mit to —;b u der Linge n.

Innerhalb von to —{p u muf t| .o ein Pattern p' erreichen. Da t'c dieses Pattern
P aber wegen t|, =pg(D,v) I mindestens gleich schnell erreicht, gilt

len(t[t'l.oc —gb) <n

und t =, t[t']«. O
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Nun kénnen wir mit dem Lemma 5.9 zeigen, dafl termyg ebenfalls einen Term in
der Auswertungsreihenfolge hin zu einem Pattern nicht zuriickwirft.

Lemma 5.10 (termyg erhélt Auswertungsreihenfolge)
Wenn (t, W) = termng((cs, w), D) gilt, dann gilt v >pypv) t.

Beweis:

Sei M((cs,u)) = eval. So gilt termyg((cs, u), ) = termyg((cs’,u'), D), (cs',u') =
eval(cs, u) und u —55" u'. So folgt aus der Definition von —55", daff u =ppv) W
gilt. Wegen

(t, R) = termyg((cs’, u), 0)
olgt per Induktionshypothese, daff u =, u' =, t gilt.
folg Yy P pt 9

Fiir M((cs,u)) € {varexp, case} gilt die Aussage direkt, weil dabei uw =t gilt.

Sei M((cs,u)) = parsplit. So gilt termng((cs,u),0) = (bt ... t,, U, R;) fiir
u="hu ... u, und (t;, R;) = termpng((cs;, u;),0). Per Induktionshypothese gilt
u; =pgp,v) ti.- Mit Lemma 5.9 folgt souw=huy ... u, =p hty ... t,.

Fall M((cs, u)) = instance ist analog zu Fall M((cs,u)) = parsplit. O

Durch das folgende Lemma wird nachgewiesen, dafl ein Grundterm aus RH; mit
den Regeln aus — g die gleichen Patterns erreichen kann wie mit der Auswer-
tungsfunktion evaluateyp. Mit Hilfe diese kénnen wir in Satz 5.1 annehmen, das
innerhalb einer Kette eines DP-Problems die rechte Seite eines Dependency-Pairs
immer zu der linken Seite des nachfolgenden Dependency-Pairs, ausgewertet wer-
den kann, wie es die zugehorige NF-Kette im Narrowing-Graphen vorgibt.

Lemma 5.11 (—5 erreicht gleiche Patterns wie —p)
Wenn t € RHz NHS(D,V), t =38 m und p ein lineares Pattern ist, dann gibt es
m' € RHz NHS(D, V) mit t —% m' und p matcht m’ und t =pp m’' gilt.

Beweis:
Wenn p € V| folgt bereits das Gewiinschte, also seip & V.

Der Beweis wird per Doppelinduktion tiber die Anzahl der Auswertungsschritte
und tber die Teiltermrelation gefiihrt.

Seit € RHz NHS(D,V) und t — 5 m.

Wegen t € RHz NHS(D,V) gibt es ein (cs,u) € RQy mit ulzy/ty,. .., z0/tn] =t.
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Wegen t —;b m gibt es die minimalen linearen Patterns p; mit t; —gb m;, so
dafy der Term w und die Substitutionen o und o' existieren fir die

o u[r1/p1,. .., Tn/Dnl0’ —0b W,
o Vi € Dom(o'): (T =7 —7') V(1T € V1) V (2)j0’ = error) und
b u[xl/pla ceey xn/pn]O' =HpP t

qgilt.

Weil t; <t gilt, folgt durch die Induktionshypothese, daf$ es zu t; —>ﬁ€i m; den
Term m}, € RH; NHS(D,V) gibt, so daf p; den Term m/ matcht und t; —% m)
und t; =pp m, gilt.

Wegen t; =np m/ folgt
ulry [ty ... o /ta) =np ulzy/ml, . 1, /M)

und ulxzy/m}, ... x,/m}] erreicht auch das Pattern p.

Wir konnen nun dem Pfad im Narrowing-Graph ab Knoten (cs,u) entlang den
Fallunterscheidungen folgen, die auf die Substitution [x1/p1, ..., x,/pnlo passen.
Wir folgen dem Pfad so lange, bis wir den ersten Knoten (cs',u’) mit

M((cs',u")) € {instance, parsplit}

erreichen. Dieser Pfad existiert, weil die Fallunterscheidungen alle Konstruk-
torfille vollstindig abdecken und weil alle Terme der Knoten auf dem Pfad vor
Knoten (cs',u’) nicht vom Pattern p gematcht werden, da deren Terme jeweils
an oberster Stelle eine Funktionsvariable enthalten, wie es fiir Knoten mit den
Marken case und eval vorausgesetzt wird. Die Marke varexp kommt nicht vor, da
ulzy/p1,. .., Tn/Pu]o auf jeden Fall nicht vom Funktionstyp ist, weil das Pattern
p ¢ V. erreicht wird. Es wurde keine Fallunterscheidung mit einem noch nicht
ausgewerteten Term der Form v wy ... w, mit v € Vg bedient, weil sonst per
Definition von evaluateyp der Term ulxy/p1,...,x,/pplo’ direkt zu error ausge-
wertet werden wirde und so nicht das Pattern p erreichen konnte, weil dieses
kein Variablenpattern ist und so error nicht matcht.

Zu diesem Pfad wurden Regeln ab Knoten (cs,u) abgelesen und per Definition
von rulesng gibt es eine Regel bis zum Knoten (cs',u'). Also gilt

rulesyg(ud, (¢s’,u')) = {[ud]app — [r]app} U U rulesyg(u”, (es”, u"))
(cs” u'")eR
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mit (r, W) = termng((cs’,u'), D) fiir einen Term r, eine Menge W von Knoten
und eine Substitution 0.

Aus den Definitionen der Fallunterscheidung und rulesyg folgt, daff ud den Term
u[z1/p1, ..., Tn/Du]o matcht. Dadurch matcht ué auch ulxy/ml, ... x,/ml], da
jedes pi; den Term m) matcht. Also gibt es die Substitution p mit

und p ist eine RHz N HS(D, V)-Substitution, weil mY,...,m! € RHz N HS(D, V)
gilt und 6 nur Konstruktoren einbringen kann, so dafi von den einzelnen m! nur
die Konstruktor-Kontexte durch 6 weggenommen werden kénnen und in p nur die

Riimpfe iibrig bleiben. Wegen des Aufbaus von RHz miissen diese Rimpfe wieder
in RHz NHE(D, V) liegen.

Auf dem Pfad ab (cs,u) fir die Substitution [x1/p1,...,%n/pnlo gibt es minde-
stens eine Auswertung. M((cs,u)) € {case,eval} folgt aus (cs,u) € RQz mit
Lemma 5.5.

o Fiir M((cs,u)) = eval ist die Auswertung schon im ersten Schritt vorhan-
den.

o Fir M((cs,u)) = case muf eine Auswertung an einem spditeren Knoten
folgen, da wegen des Aufbaus der Narrowing-Graphen und da u nicht den
Funktionstyp hat, weil ulxy/py,...,T,/pn|o das Pattern p ¢ V| erreicht,
auf einen Knoten mit Marke case wieder nur Knoten mit den Marken case
oder eval folgen kénnen.

Da auf dem Pfad mindestens eine Auswertung liegt, muf
ulwy/my, ... xy/my] =, u'p

gelten, da Fallunterscheidungen keine echten Modifikationen vornehmen, sondern
nur Fille zuordnen. Wegen (r,W) = termng((cs', '), ) folgt per Lemma 5.10,
daff u' =, r gilt und so auch v'p =, rp. Zusammen ergibt sich

ulmy/my, .. xy ] =y W =, T
Durch das Lemma 5.4 und ul[zy/ty,...,x/t,] =¢p ulxy/mi, ... x,/m}] folgt
ulzy/m, ...,z /ml) =pp T und so muf v, wegen des Patternlemmas 5.2 das

Pattern p ebenfalls erreichen.
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Wegen des Lemmas 5.8 gilt v € RHy, so dap, weil u eine RHz N HS(D,V)-
Substitution ist, auch ru € RHz N HS(D, V) folgt.

Wegen
t=wulx1/ty, ..., xn/tn] =p ulzr/my, ..z /M) =y T

ist die Auswertung rp —gb m” fir ein m” mindestens einen Schritt kiirzer als

die von t —; 5 m. Mit ru € RHz NHS(D,V) folgt per Induktionshypothese aus
T —ph m, daf es einen Term m' gibt mit rp —% m', m' =yp ru und p matcht

m'.

Insgesamt folgt also, p matcht m’,

t=wlr/tr, ...,z /ty] =5 ulry/my, .. x/mi] =R —5 m

und

m' =np T =pp ulry/my, ..z /M) She ulxyfty, . x, [t)] =T

Mit dem folgenden zentralen Satz kann aus der Endlichkeit der DP-Probleme zu
einem Narrowing-Graph die NF-Terminierung des Startterms gefolgert werden.
In diesem Satz wird gezeigt, dal zu jeder NF-Kette eine unendliche Kette in einem
der zugehorigen DP-Probleme existiert.

Satz 5.1 (Existenz einer unendlichen (P, R)-Kette zu einer NF-Kette)
Sei q ein Knoten aus einer maximalen starken Zusammenhangskomponente Z
eines geschlossenen Narrowing-Graphen. So gibt es zu jeder NF-Kette ab Knoten
q € Z eine unendliche (P, R)-Kette zu dem abgelesenen DP-Problem (P, R) der
mazimalen starken Zusammenhangskomponente Z .

Beweis:

Die NF-Kette ab Knoten q lifit sich unterteilen in unendlich viele Segmente zwi-
schen Generalisierungskanten. Denn jede unendliche Folge von Nachfolgerknoten
i einem geschlossenen Narrowing-Graph lduft wegen seiner Endlichkeit in einen
Zykel. Wegen des Zykellemmas 4.8 gibt es so mindestens eine Generalisierungs-
kante, die unendlich oft von einer unendlichen Folge von Nachfolgerknoten diber-
schritten wird.

Jedes Segment beginnt an einem Knoten, in den eine Generalisierungskante fiihrt,
und endet an einem, aus dem eine Generalisierungskante entspringt.
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Die NF-Kette lifit sich als Folge der Segmente

((QD ul)? 01) - ((le u/1>7 01)
((ﬁ% UQ)’ 02) - ((ﬁ/m UIQ)’ O—;)

((Qi’)? U3), 03) - ((Q/Bn ué), Ué)

darstellen. Fir jedes Segment wird jetzt gezeigt, dafi es einem Dependency-Pair
aus P des DP-Problems (P,R) zugeordnet werden kann. Diese lassen sich
dann durch eine geeigente Substitution o zu einer unendlichen (P, R)-Kette ver-
kniipfen.

Ab jetzt sei R das Termersetzungssystem auf Haskelltermen zu R.

Im folgenden wird pro Segment die Substitution o immer weiter festgelegt und
das ndachste Dependency-Pair fir die (P, R)-Kette ausgewdhlt.

Die erste Festlequng fiir o ist, daf sie auf den Variablen V| (u1) genauo arbeitet
wie die Substitution oy.

Nun folgt die Argumentation fiir jedes einzelne Segment.

Weil o; eine Normalform-Substitution ist, existiert per Definition der Ablese-
funktion dpProblemy ein Dependency-Pair [u;0;]app — [ti]app € P, fiir das der
Term u;0; den Term u;o; matcht. Dies kann wie folgt gezeigt werden:

Per Definition von dpProblemyg folgt, dafs d; in threm Bildbereich nur aus Kon-
struktoren aufgebaute Terme enthdlt, und daf$ nur fir Variablen x4+ .. tau,| €
Dom(d), fiir die d € TyCons \ {—} gilt. Da die Fallunterscheidungen alle Kon-
struktoren abdecken, gibt es keine Konstruktorkombinationen, die nicht durch
einen Pfad ab Knoten (cs;,u;) abgedeckt werden, aufer die Substitution setzt den
Term error ein. In diesem Fall aber ist per Definition der Auswertungsfunktion
evaluateﬁ),g, die die Fallunterscheidung bestimmt, sichergestellt, dafi der Term
error zur Auswertung kommt und die Haskellauswertungsstrategie die gesamte
Auswertung mit error abbricht. Das heifst, der Term u;o; terminiert mit der Nor-
malform error, das ist aber laut Voraussetzung gerade nicht der Fall.

Fiir Fallunterscheidungen auf Typvariablen funktioniert eine analoge Argumenta-
tion, nur daf$ hier kein ,error “-Typ zur Verfigung steht und deswegen die Substi-
tution o; nur eine korrekte Instanz fiir eine Member-Variable wéihlen kann, welche
in den abgedeckten Bereich dieser Fallunterscheidung fallt, da sonst unweigerlich
der Typchecker den Term u;o; als ungiiltig zurickweisen wiirde.
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Nicht jeder Pfad ab Knoten (cs;,u;) ist in einem Dependency-Pair aus P re-
prasentiert, sondern nur die, die auf Generalisierungskanten zeigen. Auch diese
Bedingung mupf o; erfiillen, da sonst der Zyklus, auf dem sich die NF-Kette befin-
det, verlassen wird, weil succyn® bei Fallunterscheidungen immer den Pfad wihlt,

der auf die begleitende Substitution pafst.

Weil vom Knoten (cs;,u;) eine Generalisierungskante zum Knoten (cs; 1, tit1)
fiihrt, gibt es die Substitution p = [x1/wy, ..., Ty /w,] Mit w1 p = u; und x; €
Vi(uiy1) wegen ((cs, ui), wj, (ds;, w;)) € subterm.

Durch die Bedingungen vom Fall 6 der Funktion succyy’ folgt, daff wio;|np exi-
stiert. So gibt es zu wjo;|up ein mazimales lineares Pattern p;, welches w;o;|yp
matcht.

Durch die Funktion termyg wurde der Term t; fir das aktuelle Dependency-Pair
zusammengesetzt. Es gilt also (t;, W) = terms((cs},u}), X) fir eine Filtermenge

=17 1

X. Dabei wurde der Term wu; 1 mit einer Substitution

=[xy /wl, . x, W]
verfeinert, wobei (wj, Sj) = termng((ds, w;), X), so daf8 t; = w1 p gilt.

Sei (wf, S}) = termng((ds, w;),0). Aus der Definition von termyg folgt, daff wj
den Term w} matcht mit Hilfe der Substitution o, weil die Filtermenge X die
Funktion termyg dazu veranlaft, einige Teilterme von w’; durch frische Variablen
2u ersetzen.

Sei v € Dom(o}) und wj|, = x. Per Definition von termyg und freeappsyg liegt

die Stelle ™ so hoch, daff diese schon im Pattern p; liegt. Nun kann die Substi-
tution o so gewdhlt werden, daff oo = w;o; [np|. gilt, weil p; die Normalform
w;o;lup matcht und so ist a auch eine RHz N HS(D, V)-Substitution.

Nun kann o so gewdhit werden, dafl sie auf den Domains von allen o; wie alle
a; wirkt, weil o und oy, disjunkte Domains fir j # k haben.

Wegen Lemma 5.7 ist w; € RHyz, da es
(UZ(SZ, (Q;7 u;)7 (t27 W)) S Ca’HSNG(uiu (Qw uz))

gibt mit S; CW C RQ.
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Es existiert ein mj, so daff wic —obmy gilt und da w; € RHz und o eine
RH, NHS(D, V)-Substitution ist, gilt wegen Lemma 5.11, dafi es ein m’; gibt mit

/ * /
wio —p M
und p; matcht m’; mit m}; =up m;.
So gilt
/ / / * / / /
tio = Ui 0 = Ui [T /Wy, T Jwy o — R uia T /my, ] =

Die linke Seite des ndichsten Dependency-Pairs fiir das ndchste Segment ist damit
durch Regeln aus R aus der rechten Seite des jetzigen erreichbar.

0.B.d.A kénnen wir annehmen, daf alle freien Variablen, die in dem ndchsten
gewdhlten Dependency-Pair [u;y10;41]app — [tiv1]app € P auftreten, nicht in
einem der bis jetzt gewdhiten Dependency-Pairs vorkommen.

Nun kéonnen wir o fir die Variablen V\ (u;110:+1) aus der linken Seite des néchsten
Dependency-Pairs so festlegen, dafi t; = u; 110,410 gilt.

Die Folge
[uidi]are — [t1]are
[ugda]app — [to]arp
[usds]arp — [ts]arp
ist mit der Substitution [o]app zusammen eine unendliche (P, R)-Kette. O

Mit Hilfe des Folgenlemmas wird nachgewiesen, dafl von einem nicht NF-termi-
nierenden Startknoten ein der Ausgangsknoten einer NF-Kette erreicht werden
kann.

Lemma 5.12 (Folgenlemma) Wenn der Startterm vom Startknoten (cs,u)
nicht NF-terminiert, gibt es in dem geschlossenen Narrowing-Graph eine NF-
Kette ab einem Knoten q.

Beweis:

Wegen u ¢ NFyp gibt es eine NFﬁP—SubstitutiOn o' fiiru, so daff uc’ typkorrekt ist
und uc’ ¢ NFyp gilt, also gibt es auch eine typkorrekte Normalform-Substitution o
fiir u, so daff uoc & NFpp gilt. Wegen des Nachfolgerlemmas 5.1 1ifit sich mit Hilfe
der Nachfolgerfunktion succyy’ die unendliche Folge (q1,01), (q2,02), (¢3,03), . .
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aus Paaren von Knoten und Substitutionen zusammensetzen, so daff 0 = o1,
¢ = (es,u) und
~NF
suceng (4, 0i) = (Giv1, i)

fiir alle i > 0 gilt. Da der Narrowing-Graph endlich ist, liuft die unendliche
Folge in einen Zyklus. Durch das Zykellemma 4.8 wissen wir, dafi es minde-
stens eine Generalisierungskante in einem Zyklus geben muf$. Sei q; der erste
Knoten von der unendlichen Folge, welcher in einem Zyklus liegt und aus dem
eine Generalisierungskante entspringt. Zusdtzlich folgt aus dem Nachfolgerlem-
ma, daf die Substitution o; eine Normalform-Substitution sein muf, weil o1 eine
Normalform-Substitution ist, so dafi die unendliche Folge ab Knoten q; eine NF-
Kette ust. |

Die Korrektheit der Terminierungsanalyse kann nun durch einfaches Zusammen-
bauen der vorher bewiesenen Sétze und Lemmata gefiihrt werden.

Satz 5.2 (Korrektheit der Terminierungsanalyse)
Wenn alle zu einem abgeschlossenen Narrowing-Graph abgelesenen DP-Probleme
endlich sind, NF-terminiert der Startterm.

Beweis:

Seien alle DP-Probleme endlich. Annahme, der Startterm NF-terminiert nicht.
Wegen des Folgenlemmas 5.12 ¢ibt es so eine NF-Kette ab Knoten q. Da q in
einem Zyklus liegt, gibt es zu diesem die maximale starke Zusammenhangskompo-
nente Z mit q € Z. Sei (P, R) das zu Z durch die Funktion dpProblemyg abgele-
sene DP-Problem. Aus dem Satz 5.1 folgt so, daf8 es eine unendliche (P, R)-Kette
geben mufs. Das widerspricht der Voraussetzung, daf$ alle DP-Probleme endlich
sind und so folgt, dafs der Startterm NF-terminiert. O
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Kapitel 6

Narrowing-Strategie

Im Kapitel 5 wurde gezeigt, wie aus einem Narrowing-Graph DP-Probleme abge-
lesen werden konnen. Der Aufbau dieser DP-Probleme wird dabei ausschliefSlich
von dem Narrowing-Graph bestimmt. Um moglichst einfache DP-Probleme fiir
einen Endlichkeitsnachweis mit AProVE [GTSKF04] zu erzeugen, mufl der Auf-
bau des Narrowing-Graphen entsprechend gesteuert werden. Die Transformatio-
nensfolge aus dem Abschlufflemma 4.10 zum Schlielen eines Narrowing-Graphen
ist, wie wir noch sehen werden, nicht optimal. Deswegen werden in diesem Kapi-
tel bessere Vorgehensweisen fiir den Aufbau eines Narrowing-Graphen motiviert,
welche am Ende in dem Algorithmus BuildGraph zusammengefaf3t werden. Dieser
erzeugt Narrowing-Graphen, aus denen fiir den Endlichkeitsnachweis einfachere
DP-Probleme abgelesen werden koénnen.

An dem Haskellprogramm aus Beispiel 6.1 soll die Wirkung der Transformations-
folge aus dem Beweis des Abschlufllemmas 4.10 verdeutlicht werden. Bei Anwen-
dung dieser Transformationsfolge fiir den Startterm take (from i) n entsteht der
Narrowing-Graph aus Abbildung 6.1, bei dem aber Knoten weggelassen wurden,
die keine Verbindung zum Startknoten besitzen,

Beispiel 6.1

data Nat = Succ Nat | Zero

data List a = Consa (Lista)|Nil

take _ Zero = Nil

take Nil - = Nil

take (Consyys) (Succn) = Consy (take ysn)
from z = Cons x (from (Succ z))

133
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[ take (ffom i)n }5 .............

xTrs

[n/Zero] [n/(Succ m)]

£ AN

[take xs Zero J [take xs (Succ m) }

T~
f ['x/s/Nil] [zs/(Cons y ys)]

N
[take Nil (Succ m) }g [take (Cons ylys) (Succ m) }h
Nil |; [Cons y (take ys m) }

1( ------ —
Comsi(Eron uce ), o (4]

7N

1 2 xs n
o (), af A
1
e,
1

Abbildung 6.1: Narrowing-Graph zu Beispiel 6.1 und Startterm take (from i) n.

Zu diesem Narrowing-Graph ergeben sich zu den maximalen starken Zusammen-

hangskomponenten {c,e, h,j,n} und {k, |, p} die DP-Probleme
dpProblemyc({c, e, h,j,n}) = ({take'(Cons'y'ys)*(Succ'm) — take'ys'm}, ()

und
dpProblemy({k,1,p}) = ({from*i — from‘(Succ’i)},),

in denen jeweils die Regelmengen leer sind. Eine Analyse dieser DP-Probleme
zeigt, daf} das erste endlich ist, wihrend das zweite nicht endlich ist, obwohl der
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Startterm take (from i) n NF-terminiert. Der Grund dafiir ist, daf§ from 7 als
einzelner Term nicht NF-terminiert. Aber kombiniert mit dem Term take zs n
ergibt sich der Term take (from ¢) n, welcher doch NF-terminiert. Fiir einen
NF-terminierenden Term ¢ € NFyp mit |, € V| kann t{w], € NFyp gelten, auch
wenn w nicht NF-terminiert. Die Forderung, die durch eine Erweiterung um den
Knoten k innerhalb der Transformationsfolge entstanden ist, dafl der Term from ¢
NF-terminieren mufl, um nachzuweisen, dafl der Startterm NF-terminiert, ist also
zu stark.

[take (from %) n]‘ --------

o~
}1/Zero] [n/(Succ@}
[take (from i) Zero J b [take (fromf) (Succ m) Jc
d [take (Cons i (from (Succ 7))) (Succ m) Je

!
[Cons { (take/(fro (Succ 7)) m) Jf
1 2

N
g [take (from (Succ 7)) m }h
7~

= BT

Abbildung 6.2: Verbesserter Narrowing-Graph zu Beispiel 6.1 und Startterm
take (fromi) n

=]

Der NF-Terminierungsnachweis fiir den Startterm take (from ¢) n gelingt, wenn
die Erweiterung um den Knoten (), from ¢) ausgelassen wird, wie es bei der
Erstellung des Narrowing-Graphen aus Abbildung 6.2 geschehen ist. Zu dessen
maximaler starker Zusammenhangskomponente {a, c,e,f, h} ergibt sich das DP-
Problem

dpProblemyg({a,c, e, f, h}) :=
({take'(from’i)*(Succ'y) — take'(from’(Succ’i))*y},0)

dessen Endlichkeitsnachweis gelingt.
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Die Transformationsfolge aus dem AbschluBllemma 4.10 ist also offensichtlich
nicht optimal. Ein kritischer Punkt beim Erstellen der Narrowing-Graphen ist
die Erweiterung um einen Knoten. Aber einfach die Erweiterung wegzulassen,
fithrt dazu, dafl sehr viele Narrowing-Graphen nicht mehr geschlossen werden
konnen, wie in Abbildung 6.3 zu sehen ist.

=)

[Cons Zero (from (Succ Zero)) }

<N
1 2

N
c [from (Succ Zero) }d

!

[Cons (Succ Zero) (from (Succ (Succ Zero))) }e

N
1 2

\
f [from (Succ (Succ Zero)) }g

!

1 [Cons (Succ (Succ Zero)) (from (Succ (Succ (Succ Zero)))) }h

T
/ ™~
[ (Succ (Succ Zero)) J [from (Succ (Succ (Succ Zero))) Jk
! ) N
1 .

(Succ Zero)

1

EZ

Abbildung 6.3: Offener Narrowing-Graph zu Beispiel 6.1 und Startterm
from Zero.

Jeder Versuch, mit Hilfe der Instantiierung einen Abschlu8 des Narrowing-
Graphen aus Abbildung 6.3 zu erreichen, schligt fehl, weil es jeweils zu den
Knoten d, g und k keinen allgemeineren gibt, zu dem eine Generalisierungskante
gezogen werden konnte. Erst eine Erweiterung um den Knoten (), from ) wiirde
den Abschlufl des Graphen erméglichen. Denn nun kénnen die Generalisierungs-
kanten von d, g und k zu Knoten (), from i) gezogen werden, wihrend der Knoten
(0, from 7) wie Knoten k in Abbildung 6.1 behandelt werden kann.
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Es wurden nun zwei Beispiele vorgestellt, in denen der Knoten ((), from ¢) durch
Anwesenheit die Terminierungsanalyse unmoglich macht und ein anderes Mal
durch seine Abwesenheit den Abschlu8 der Narrowing-Graphen verhindert und
so wiederum die Terminierungsanalyse blockiert. Nun konnte man argumentieren,
daf} seine Abwesenheit die bessere Wahl sei, weil der Abschlufl eines Narrowing-
Graphen mit einem nicht NF-terminierenden Startterm nicht von Relevanz ist,
da dessen Terminierungsbeweis ohnehin scheitern muf.

Dieser Ansatz greift aber zu kurz, wie der Narrowing-Graph in Abbildung 6.4 fiir
den Startterm plus Zero n und dem Haskellprogramm aus Beispiel 6.2 zeigt.

Beispiel 6.2

data Nat = Succ Nat | Zero
plus = (Succy) = plus (Succzx)y
plus x Zero = x

Dieser kann ohne eine Erweiterung nicht geschlossen werden, weil Knoten i sonst
fehlen wiirde, und da der Knoten d keine Instanz eines anderen Knotens wére,
konnten so an diesem nur andere Transformationen angewendet werden. Eine
Auswertung, Variablenexpansion oder eine Parameteraufteilung wéren in dem
Fall nicht moglich, denn deren Voraussetzungen werden nicht erfiillt. Es bleibt
nur eine Fallunterscheidung &hnlich der von Knoten a. Darauf folgend kénnten
an den so neu enstanden Knoten, die jeweils wieder den Knoten b und c glei-
chen, Auswertungen vorgenommen werden. Bei dem zweiten wiirden wir eine zu
dem Term von Knoten e dhnliche Normalform erhalten. Fiir den anderen neuen
Knoten der Form (), plus (Succ (Succ Zero)) I) bleibt wieder nur eine Fallunter-
scheidung, da fiir diesen wieder keine Instantiierung verwendet werden kann. Erst
die Erweiterung um den Knoten (@, plus (Succ i) n) ermdoglicht einen Abschluf,
so daf die NF-Terminierung des Terms plus Zero n anhand des DP-Problems

dpProblemy ({i,k,m}) := ({plus’(Succ’i)*(Succ'y) — plus’(Succ’(Succ’i))*}, ")

der maximalen starken Zusammenhangskomponente {i,k,m} durch AProVE
nachgewiesen werden kann.

Es zeigt sich, dal die Erweiterung nicht weggelassen werden kann, da sonst ei-
gentlich erfolgreiche Terminierungsnachweise wegen unschlieSbarer Narrowing-
Graphen scheitern miiiten und so die Méachtigkeit dieser Methode stark ein-
geschrinkt wére. Andererseits sollte sie mit Bedacht verwendet werden, da ei-
ne Erweiterung mit ungeeigneten Knoten sich ebenfalls negativ auswirken kann.
Es stellt sich die Frage, wie ein guter Kandidat fiir den Term in einem Erwei-
terungsknoten gefunden werden kann. Zu erkennen ist, dal der Kandidat eine



138 KAPITEL 6. NARROWING-STRATEGIE

a

[n/(Succ m)|[n/Zero]

£ N

[plus Zero (Succ m) Jb[ plus Zero Zero }c

!
[plus (Succ Zero) m Jd e
i / i .

~_"'
f ¢ lfzersl  lw/suecy)
1 [plus (Succ i) Zero }J [plus (Succlz') (Succ y) } K
h (Succ 1) | [plus (Succ (Succi)) y ]m

S

xr
1

oro )

Abbildung 6.4: Narrowing-Graph zu Beispiel 6.2 und Startterm plus Zero n.

(=)
S5

Generalisierung eines Terms von einem anderen Knotens sein sollte. In unserem
Beispiel aus Abbildung 6.4 ist der Erweiterungsterm plus (Succ i) n allgemeiner
als jeder der Terme

plus (Succ (Zero)) m
plus (Succ (Succ Zero)) [

plus (Succ (Succ (Succ Zero))) k

die in dem Narrowing-Graph entstehen wiirden, wenn keine Erweiterung zur
Verfiigung stiinde. Offensichtlich wachst der zweite Parameter von plus bestén-
dig, wahrend im Erweiterungsterm an dieser Stelle eine frische Variable steht. Die
Idee ist also, frische Variablen an Positionen zu setzen, an denen Terme wéhrend
der Erstellung des Narrowing-Graphen wachsen. Dieses Wachstum wird durch
die n-fache Schachtelung so charakterisiert, dafl eine automatische Erstellung der
Graphen ermoglicht wird.
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Definition 6.1 (n-fache Schachtelung) Fine Stelle m; € Occ(u) eines Terms
w ist n-fach geschachtelt, wenn die Stellen mo,...,m, € Occ(u) und der Kopf
h € Vg U Consy mit € <pre 1 <pre ... S<pre Tn, T # m; fir alle i # j und
Ule, = htin oo tim, fir alle i existieren.

Zusdatzlich wird noch die Funktion nestedPos :: Hg(D,V) x N — N* bendtigt,
welche zu jedem Term die am weitesten links auflen liegende, n-fach geschachtelte
Stelle liefert. Sie ist folgendermafSen definiert:

m, falls ™ n-fach geschachtelt ist
und fiir alle " die n-fach geschachtelt
sind, ™ <jex 7 gilt

€, sonst

nestedPos(u,n) :=

Ein Term ist n-fach geschachtelt, sobald sich in diesem ein Applikationskopf A (ei-
ne Funktionsvariable oder ein Konstruktor) aufstapelt, das heifit, ein Parameter
von h enthalt wieder einen Term der Form h t; ... ¢, und ein t; enthalt wieder
solch einen Term usw. bis zur Verschachtelungstiefe n. Zum Beispiel ergibt sich
fiir die Stelle 1 des Terms plus (Succ (Succ (Succ Zero))) k, dafl diese 3-fach
geschachtelt ist, so dafl sich

nestedPos(plus (Succ (Succ (Succ Zero))) k,3) =1
ergibt, weil fiir die drei Stellen 1, 11 und 111 die Bedingungen
o 1 <pre 11 <pre 111,
e plus (Succ (Succ (Succ Zero))) k|; = (Succ (Succ (Succ Zero))),
e plus (Succ (Succ (Succ Zero))) k|11 = (Succ (Succ Zero)) und

e plus (Succ (Succ (Succ Zero))) k|111 = (Succ Zero)

erfiillt sind und keine anderen Stellen 3-fach geschachtelt sind.

Nachdem eine Stelle 7 im Term ¢ als n-fach geschachtelt identifiziert wurde, kann
diese durch eine frische Variable ersetzt werden. Dabei ist zu beachten, dafl dieser
neue Term t[y|, mit der frischen Variablen y noch einmal den Typchecker durch-
laufen muf3, damit der Typ der Variablen y in diesem Term neu bestimmt wird.
Das ist notig, um Situationen wie im Narrowing-Graph aus Abbildung 6.5 fiir
Startterm wrap Zero und dem Haskellprogramm aus Beispiel 6.3 zu vermeiden.

Beispiel 6.3
data Maybe a = Justa |Nothing

wrap : a — Nat
wrap = = wrap (Just z)
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[wrap (ZeT0) oy }a

[ wrap (Just Zero)

|(Maybe Nat)] } b

[wrap (Just (Just Zero))

Maybe (Maybe Nat))| }C """"""""""""""""""""

Y|(Maybe (Maybe Nat))| [ WI'ap Y|(Maybe (Maybe Nat))| }‘d P A

!

[ wrap (JuSt y)|(Maybe (Maybe (Maybe Nat)))| }e """""""

[ (Just (Just Zero)) wayve (Maybe Nat))| }f
]
1
|

[ (Just Zero)

|(Maybe Nat)] } g

1

ez

Abbildung 6.5: Narrowing-Graph! zu Beispiel 6.3 und Startterm wrap Zero.

Die Kante von Knoten e nach d kann nicht gezogen werden, weil der Typ des
Parameters (Just ¥) e (Haybe (Maybe Nat))| VO WIap nicht zu dem Typ der Varia-
blen ¥|maybe (Maybe nat))| PaBt. Ein erneutes Typchecken vom Term des Knotens d
brachte hier die Losung, da er dann diese Form hétte:

(@7 (wrap|a_>Nat| y\a|)mat|) -
typeCheckerHP((Wraleaybe (Maybe Nat)—Nat| Y|(Maybe (Maybe Nat)”)\Naﬂ)

Da Knoten e direkt aus Knoten d durch eine Auswertung entstanden wire, héitte
Knoten e die Form:

)

(®7 (Wrap|Maybe a—Nat| (JuSt y)\Maybe al)\Nat|

AnschlieBend koénnte durch die Instantiierung eine Generalisierungskante zwi-
schen diesen Knoten gezogen werden.

'Die Terme sind nicht vollstéindig mit Typannotation versehen, die hier irrelevanten wurden
weggelassen um die wesentlichen Typen besser hervorzuheben.
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Ein weiterer Grund, eine Generalisierung fiir einen Term durchzufiihren, ist gege-
ben, wenn der Term eines Knotens eine Instanz eines Terms eines anderen Kno-
tens echt enthélt. In Abbildung 6.6 ist der Narrowing-Graph, in dem solch eine
Situation auftritt, fiir den Startterm g x und das Haskellprogramm aus Beispiel
6.4 zu sehen.

Abbildung 6.6: Narrowing-Graph zu Beispiel 6.4 und Startterm g x.

Beispiel 6.4
fty =1y
g v = f(ga)

Fiir den Knoten b kommt normalerweise nur eine weitere Auswertung in Betracht,
da er nicht n-fach geschachtelt ist. Nach einigen Auswertungen wiirde der Term
f(g ...(g x)...) in einem Knoten stehen und so wiirde eine n-fache Schachte-
lung erkannt. Da aber in Knoten a die Behandlung des Subterms g = von Knoten
b begonnen hat, ist es moglich, diese schon auszunutzen, indem dieser Subterm
durch die frische Variable y ersetzt und eine Erweiterung um den Knoten ¢ vor-
genommen wird. Durch eine Instantiierung von Knoten b mit Knoten c entsteht
Knoten e, der jetzt wiederum eine Instantiierung mit Knoten a eingeht und so
dessen Behandlung ausnutzt.

Abbildung 6.7: Behandlung einer freien Applikation

Eine &hnliche Generalisierung wird notig, wenn der Redex eines Knotens (cs, t)
eine freie Applikation ist. Das heift, fiir den Redex an Stelle m des Terms ¢ gilt
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tl =« t; ... t,, wobei z € V| und n > 0 gilt. Auf den Knoten (cs,t) kann
so keine Transformation angewendet werden. Eine Auswertung von x t; ... t,
ist nicht moglich, da z keine Funktion ist, und eine Fallunterscheidung ist eben-
falls unmoglich, da unklar ist, zu welchem Term der Term x t; ... t, ausge-
wertet wird. Es mufl aber eine Transformation angewendet werden, damit der
Narrowing-Graph geschlossen werden kann. Ein Ausweg ist die Erweiterung um
den Knoten (cs, t[y].), wobei y eine frische Variable ist. Nun kann eine Instanti-
ierung auf Knoten (cs,t) angewendet werden, wobei eine Generalisierungskante
zu dem neuen Knoten (cs, t[y].) entsteht. In Abbildung 6.7 wird diese Situation

verdeutlicht.

[n/Zero| [n/(Succ m)]

N
nApp Zero ||, [nApp (Succ m) }c

d e """""""""""" i

Abbildung 6.8: Narrowing-Graph zu Beispiel 6.5 und Startterm nApp n.

Ein anderes subtiles Problem tritt auf, wenn im Laufe einer Auswertung ein Term
an immer mehr Terme appliziert wird und dieser dadurch wéchst, wie es innerhalb
der Funktion nApp fiir den Term nApp m aus dem Beispiel 6.5 geschieht.

Beispiel 6.5
data Nat = Succ Nat | Zero

nApp : Nat — a
nApp (Succm) = nAppmm

Beim Erstellen des Narrowing-Graphen aus Abbildung 6.8 fiir den Startterm
nApp n fallt auf, dafl nach einer Fallunterscheidung und Auswertung der neue
Knoten e der Form ((),nApp m m) entsteht. Alle bis jetzt gebildeten Knoten a,
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b, c und d bieten keine Moglichkeit einer Instantiierung fiir den Knoten e. Eine
weitere Auswertung, die fiir Knoten e nur in Frage kidme, bringt keine Besse-
rung, es wiirde spéter nur ein Knoten der Form ((),nApp [ [ (Succ [)) entstehen,
fiir den wieder keine Knoten zur Instantiierung bereit stehen. Die Losung ist
eine Instantiierung mit Knoten i, obwohl dessen Aufnahme in den Narrowing-
Graph vollig unbegriindet erscheint, da dieser in keinem Zusammenhang mit
dem Startterm steht. Durch eine Instantiierung von e nach i sinkt aber die An-
zahl der Parameter und die Instantiierung von Knoten f nach a wird erméglicht,
so dafl der Narrowing-Graph geschlossen werden kann. Natiirlich kann eine In-
stantiierung von jedem Knoten, der eine Applikation als Term enthélt, zu dem
Knoten (0,2 y) durchgefiihrt werden, das aber bringt wiederum wenig, da die
so neu entstehenden Knoten nur wieder mit der Variablenexpansion um einen
Parameter erweitert werden miifiten. Zur Vermeidung dieses Problems miissen
Zusatzbedingungen fiir eine Instantiierung mit Knoten (0, z y) erfiillt sein. Die
Uberpriifung, ob die Stelligkeit der Funktionsvariablen im Kopf durch die An-
zahl der Parameter iiberschritten wird, erscheint sinnvoll. Es ist zu beachten,
daf die Stelligkeit der Funktionsvariablen nicht die Stelligkeit der Typannota-
tion ist, sondern die des im Haskellprogramm festgelegten Typschemas zu die-
ser Funktionsvariablen. Das heifit, es gilt arity(nApp) = 1, unabhéngig von dem
Term (RAPP o (vat—a)| T Nat] m|Nat|)|a‘, obwohl die Typannotation von nApp dort

Nat — (Nat — a) ist und so die Stelligkeit 2 hat. Die Stelligkeit der Funkti-
onsvariablen nApp ist ndmlich im Haskellprogramm aus dem Beispiel 6.5 durch
das Typschema () = Nat — a mit der Stelligkeit 1 gegeben. Die Typannotation
Nat — (Nat — a) ist hier nur eine giiltige Instanz des Typs aus dem Typschema
() = Nat — a der Funktionsvariablen nApp.

Diese oben vorgestellten einzelnen Ideen sind in dem Algorithmus BuildGraph
zusammengefafit, welcher den Algorithmus ExtensionVia einige Male aufruft.
Er startet mit der Erstellung der Startkonfiguration (Zeile: 3) des Narrowing-
Graphen fiir einen iibergebenen Startterm und dessen Klassenbedingungen. Da-
nach werden in der while-Schleife (Zeile: 4) auf die noch unmarkierten Kno-
ten passende Transformationen angewendet (Zeilen: 8, 16, 34, 36 und 38), es
sei denn, der Term des aktuellen Knotens ist eine Instanz eines anderen Terms
im Narrowing-Graph. In diesem Fall wird dort eine Instantiierung vorgenom-
men (Zeile: 10). Falls die Funktionsvariable im Kopf des aktuellen Terms mit
zu vielen Parametern versehen ist, wird der letzte abgespalten (Zeile: 18). Eine
Erweiterung um einen Knoten, dessen Term an einer Position eine frische Va-
riable enthélt und sonst dem aktuellen Term gleicht, wird vorgenommen, wenn
der aktuelle Term eine Instanz eines anderen Terms echt enthélt (Zeile: 26). Es
wird ebenfalls generalisiert und instantiiert, wenn das Generalisierungskriterium
der n-fachen Schachtelung (Zeile: 19) zutrifft oder freie Applikationen vorhanden
sind (Zeile: 11).
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Input : Startterm s, Schachtelungstiefe m, Applikationsiiberhang k
Output : Narrowing-Graph NG

1 NG :=(Q,M, 0,0, L, 1, 1), wobei M:= 1 und Q :=0 ;

2 Setze NG auf Startkonfiguration fiir s;

3 Erweiterung um Knoten (0, x y);

4 while Dom(M) # Q do

5 | A:={g€Q[M(q)=case V M(q) = varexp V M(q) = eval};
6 Suche Knoten (cs,u) € Q mit (¢s,u) ¢ Dom(M) und Vorgénger ¢';
7 if u=huy ... u,, h € Consy UV, und M(¢’) # case then

8 ‘ Parameteraufteilung von (cs, u);

9 else if «' matcht u fir (cs',u') € A und M(q') # case then
10 Instantiierung von (cs, u) nach (cs’, u');

11 if (zt, ... t,) Qu mitx € VL, n> 0 und (M(¢') # case) then
12 T, ..., T = allen Stellen vom Term u mit freien Applikation;
13 Y1, ..., Ym = frische Variablen;

14 NG := ExtensionVia(NG, (cs, u[y1]x, - - - [Ym]rm));

15 else if u= (hui ... up), ., h € Ve und n < (arity(h) + k) then
16 ‘ Variablenexpansion von (cs, u);

17 | elseif u=huy ... uy,, h € Ve und n > (arity(h) + k) then
18 | Instantiierung von (cs, u) nach (0, z y)

19 else if nestedPos(u, m) # € then

20 7 := nestedPos(u, m);

21 hty ...ty :=u|x

22 Z1,..., %, = frische Variablen;

23 NG := ExtensionVia(NG, (cs,u[h 1 ... z,]|x));

24 else
25 foreach Teilterm t von u an Stelle m # € do

26 if (u' matcht t fiir ein (cs',u') € A)

27 V(t=yty ... t, mity € VL) then

28 y := frische Variable;

29 NG := ExtensionVia(NG, (cs, u[y],));
30 continue 4;

31 endif

32 endfch

33 else if evaluatef5" (u) = error « mit x € V| then

34 | Fallunterscheidung von (cs, u) fiir ;

35 else if evaluatefy' (u) = error v mit v € Vg then

36 ‘ Fallunterscheidung von (cs, u) fiir Typ von v;

37 else

38 | Auswertung von (cs, u);

39 endif

40 endif

41 endw

42 return NG
Algorithmus 2 : BuildGraph
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Input : Narrowing-Graph NG, Knoten (cs, u)
Output : Narrowing-Graph NG
(cs' ) := typeCheckeryp(u);
Erweiterung um Knoten (cs’, u);
foreach (cs”,u"”) € Dom(generalisation) do
if ' matcht " then
foreach ¢ € Q mit generalisation(q) = (¢s”,u”) do
Hebe Instantiierung von ¢ nach (¢s”,u”) auf;
Instantiierung von ¢ nach (cs’, u');
endfch
endif
endfch
Reduktion des Graphen auf Knoten, welche vom Startterm erreichbar sind
((es',u') und (@, z y) werden dabei nicht geldscht);
12 return NG;

© W N O Uk W N =

-
= o

Algorithmus 3 : ExtensionVia

Der Algorithmus ExtensionVia ruft den Typchecker fiir den Term des Eingabe-
knotens auf und reduziert danach dessen Klassenbedingung. Durch eine Erwei-
terung wird dann der neue Knoten in den Narrowing-Graph eingebracht (Zeile:
2). Nun wird fiir jeden Knoten, aus dem eine Generalisierungskante entspringt,
gepriift, ob dieser eine Instanz von dem neuen Knoten ist. Trifft dies zu, wird
dessen Generalisierungskante geloscht (Zeile: 6) und eine neue zu dem neuen
Knoten erstellt (Zeile: 7). Nach Umleitung von einigen Generalisierungskanten,
ist es moglich, dafl einige Knoten die Verbindung zum Startknoten verloren ha-
ben, welche dann entfernt werden (Zeile: 11), denn diese sind nicht mehr fiir den
Nachweis notig, dal der Startknoten NF-terminiert. Der neue Knoten wird aber
in jedem Fall beibehalten, genauso wie der Knoten (0, z y).

Satz 6.1 (Algorithmus BuildGraph schlieit Narrowing-Graph)
Der Algorithmus BuildGraph schliefit einen Narrowing-Graph in Startkonfigura-
tion fir einen Startterm

Beweisidee:

In Zeile 4 von Algorithmus BuildGraph startet eine while-Schleife, die nur ver-
lassen werden kann, wenn auf jeden Knoten eine Transformation angewendet
wurde. Da nur giiltige Transformationen angewendet wurden, ist, wenn der Algo-
rithmus BuildGraph verlassen wird, ein geschlossener Narrowing-Graph entstan-
den. Er terminiert fir den Fall, daf$ keine neuen Knoten mehr entstehen und
alle Knoten markiert sind. Wenn immer mehr Knoten entstehen und diese nicht
durch eine Instantiierung markiert werden konnen, mufl in einem dieser Terme
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ein n-fache Schachtelung oder eine standige Applikation von Parametern auftre-
ten, weil die Signatur eines Haskellprogramms endlich ist. Beide Fille werden
aber abgefangen, so daff BuildGraph terminiert.

In dem AProVE-Projekt existiert ein Prozessor-Interface, wie es von Martin Mer-
tens in seiner Diplomarbeit mit dem Thema ,,Modularity, Strategies and Proof
Management in Automated Program Verification® beschrieben ist [Mer05]. Zu
diesem Interface wurde ein Prozessor erstellt, der einen Narrowing-Graph mit
Hilfe der Transformationen, wie sie in Kapitel 4 vorgestellt worden sind, aufbaut.
Dabei geht er genauso vor wie Algorithmus BuildGraph und erzeugt so einen
geschlossenen Narrowing-Graph. Aus diesem erzeugten geschlossenen Narrowing-
Graph liefit er darauthin DP-Probleme ab, wie es im Kapitel 5 beschrieben ist, und
reicht diese als Ergebnis an andere Prozessoren innerhalb des AProVE-Projekts
weiter, die deren Endlichkeit priifen.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war es, eine Terminierungsanalyse von Haskellprogrammen
zu entwickelt und diese als ein Modul innerhalb von AProVE zu implementierten.

Es wurden zunéchst mehrere Reduktionen fiir Haskellprogramme entwickelt und
deren Korrektheit und Vollsténdigkeit nachgewiesen. Diese Reduktionen wurden
zu dem Algorithmus Reduce zusammengefafit, der ein dem Haskell-98-Report
([JT98]) entsprechendes Haskellprogramm in ein vereinfachtes Haskellprogramm
iibersetzt.

Auf der Basis vereinfachter Haskellprogramme wurden Narrowing-Graphen zu
Starttermen eingefiihrt, welche die Termination Tableaux aus [PSS97] um Typen
und Klassenbedingungen erweitern. Auflerdem lassen sich in einem Narrowing-
Graph beliebige verschrankt-rekursive Zyklen behandeln, welche in den Termi-
nation Tableaux entweder aufgelost werden miissen oder nicht behandelt werden
konnen. Sven Eric Panitz und Manfred Schmidt-Schaufi probieren, wie sie in
[PSS97] beschreiben, eine fundierte Ordnung fiir jeden Zyklus in einem Termi-
nation Tableau zu finden. Diese Ordnung darf dabei nicht auf iiberlappende Zy-
klen angewendet werden. Olivier Fissore, Isabelle Gnaedig und Hélene Kirchner
probieren, dhnliches in ihrem Tool Cariboo [FGKO02] zu erreichen. Wir hinge-
gen losen verschriankt rekursive Zyklen nicht auf, sondern lesen DP-Probleme zu
den maximalen starken Zusammenhangskomponenten des Narrowing-Graphen
ab, anstatt zu probieren, fiir einzelne Zyklen direkt eine feste Ordnung zu fin-
den, da DP-Probleme auch verschrankt rekursive Zyklen beinhalten diirfen. Ein
auf Narrowing-Graphen basierendes Terminierungskriterium (Abwesenheit von
NF-Ketten) fiir Startterme wurde vorgestellt. Zusitzlich wurde im Kapitel 5 eine
Methode entwickelt, die Narrowing-Graphen in eine Menge von Dependency-Pair-
Problemen iiberfiihrt. Abschliefend wurde die Korrektheit dieser Methode in Ab-
schnitt 5.3 nachgewiesen. Zuletzt wurde der Algorithmus BuildGraph entwickelt,
welcher einen geschlossenen Narrowing-Graph zu einem Startterm geschickter
aufbaut, als der naive Ansatz aus Abschluffllemma 4.10 und so der Terminie-
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rungsanalyse entgegenkommt.

Zusétzlich wurden im Rahmen dieser Diplomarbeit die vorgestellten Methoden
in einem Haskell-Modul fiir das AProVE-Projekt [GTSKF04] verwirklicht. Das
Haskell-Modul enthélt unter anderem:

e cinen Haskell-Parser fiir die dem Haskell-98-Report entsprechenden Has-
kellprogramme,

e cinen Haskell-Typchecker,

e cinen um freie Variablen erweitertern Haskell-Typchecker
(wird benutzt im Algorithmus BuildGraph),

e cinen Haskellauswerter fiir Basisterme
(wird benutzt im Algorithmus BuildGraph),

e die zehn Vereinfachungs-Reduktionen,
e den Algorithmus Reduce als Strategie-Programm,
e den Algorithmus BuildGraph und

e eine Implementation der Ablesestrategie fiir DP-Probleme aus Narrowing-
Graphen.

Da sich das AProVE-Projekt in einer starken Phase des Redesigns befindet,
standen einige zentrale Techniken der Terminierungsanalyse fiir Dependency-
Pair-Probleme noch nicht im neuen Design-Konzept zur Verfiigung, wihrend
das Haskell-Modul bereits das neue Design-Konzept beriicksichtigt. Daher konnte
noch keine verldafiliche Evaluierung zur Méchtigkeit der hier vorgstellten Metho-
den erstellt werden. Erfreulicherwiese kann AProVE jetzt schon die NF-Termi-

nierung der Startterme der im Kapitel 6 vorgestellten Narrowing-Graphen aus
den Abbildungen 6.4 und 6.2 auf den Seiten 138 und 135 nachweisen.

Die Dependency-Pair-Methode, wie in [GTSKO05] vorgstellt, beinhaltet die Mog-
lichkeit, ein Dependency-Pair-Problem auf Abwesenheit minimaler Ketten zu
priifen. Diese Uberpriifung ist wesentlich einfacher und wiirde das gesamte Ver-
fahren stéirker machen. Es ist noch offen, ob die Abwesenheit minimaler unend-
licher Ketten ausreicht, um die Abwesenheit von NF-Ketten eines Narrowing-
Graphen nachzuweisen. Ebenso niitzlich wére es, wenn die Abwesenheit von un-
endlichen innermost Ketten geniigen wiirde, um die Abwesenheit von NF-Ketten
zu garantieren, aber diese Frage ist ebenfalls ungeklédrt. Ebenso kann auch in
der anderen Richtung untersucht werden, ob die Techniken, die auf die abgelese-
nen DP-Probleme angewendet werden, nicht so modifiziert werden konnten, dafl
diese die Haskellauswertungsstrategie ebenfalls beriicksichtigen. Dabei miifite im
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einzelnen fiir jede Technik gepriift werden, wie dieser Ansatz umgesetzt werden
kann. Genauso ist offen, wie ein Nachweis, ob ein Startterm nicht NF-terminiert,
mit Hilfe der Narrowing-Graphen moglich ist. Es bleibt also zu kléaren, ab wann
das Terminierungskriterium vollsténdig ist. Es wére zum Beispiel vollstandig fiir
den Narrowing-Graph des Startterms (), from i), wie er als Teilgraph unterhalb
des Knotens k in der Abbildung 6.1 auf Seite 63 zu sehen ist. Wenn ein Zyklus sich
iiber eine Variablenexpansionskante erstreckt, ist durch die grobe Abschéitzung
der Variablenexpansion nicht mit einer Erhaltung der Vollstdndigkeit zu rechnen,
wenn die Werte, die an die neue Variable gebunden werden konnen, innerhalb
des Terms vom variablenexpandierten Knoten wiahrend einer Auswertung eine
Verwendung finden. Ahnliches gilt fiir einen Zykel, der iiber eine Teiltermkante
einer Instantiierung lduft. Denn dabei wurde implizit abgeschétzt, dal die NF-
Terminierung dieses Teilterm-Nachfolgers fiir die des instantiierten Vorgéngers
relevant ist. Moglicherweise ignoriert der Term des Vorgéngers den Teilterm sei-
nes Teilterm-Nachfolgers, so dafl ein unnétiger Zyklus gebildet worden ist. An
dieser Stelle konnte eine Striktheitsanalyse weiterhelfen, welche uns sagt, ob ein
Teilterm eines Terms fiir eine Auswertung relevant ist oder nicht. Wenn Teilter-
me fiir eine Auswertung nicht relevant sind, miissen zu diesen keine Teilterm-
Nachfolger gebildet werden. Auflerdem erhélt eine Erweiterung um einen Knoten
mit einem generalisierten Term, wie es in dem Narrowing-Graph in Abbildung
6.4 auf Seite 138 geschehen ist, im allgemeinen nicht die Vollstandigkeit, da fiir
einen weiteren Term, welcher nicht direkt mit dem Startterm zusammenhéngt,
die NF-Terminierung nachgewiesen werden muf.
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Anhang A
Int-Peano-Implementierung

data Int = Zero | Succ Int | Pred Int

primPlusInt :: Int -> Int -> Int
primPlusInt Zero Zero = Zero
primPlusInt Zero (Succ y) = Succ y
primPlusInt Zero (Pred y) = Pred y
primPlusInt (Succ x) (Zero) = Succ x

primPlusInt (Succ x) (Succ y) = Succ (Succ (primPlusInt x y))
primPlusInt (Succ x) (Pred y) = primPlusInt x y

primPlusInt (Pred x) (Zero) = Pred x

primPlusInt (Pred x) (Succ y) = primPlusInt x y

primPlusInt (Pred x) (Pred y) = Pred (Pred (primPlusInt x y))

primMinusInt :: Int -> Int -> Int

primMinusInt Zero Zero = Zero

primMinusInt Zero (Succ y) = Pred (primNeglnt y)
primMinusInt Zero (Pred y) = Succ (primNeglnt y)

primMinusInt (Succ x) (Zero) Succ x

primMinusInt (Succ x) (Succ y) = primMinusInt x y

primMinusInt (Succ x) (Pred y) = Succ (Succ (primMinusInt x y))
primMinusInt (Pred x) (Zero) = Pred x

primMinusInt (Pred x) (Succ y) = Pred (Pred (primMinusInt x y))
primMinusInt (Pred x) (Pred y) = primMinusInt x y

primMullnt :: Int -> Int -> Int

primMullnt Zero Zero = Zero

primMulInt Zero (Succ y) = Zero

primMulInt Zero (Pred y) = Zero

primMulInt (Succ x) (Zero) = Zero

primMulInt (Succ x) (Succ y) = primPlusInt (primMullnt x (Succ y)) (Succ y)
primMulInt (Succ x) (Pred y) = primPlusInt (primMullnt x (Pred y)) (Pred y)
primMulInt (Pred x) (Zero) = Zero

primMulInt (Pred x) (Succ y) = primMinusInt (primMullnt x (Succ y)) (Succ y)
primMulInt (Pred x) (Pred y) = primMinusInt (primMulInt x (Pred y)) (Pred y)

primNegInt :: Int -> Int
primNegInt Zero = Zero
primNegInt (Succ x) = Pred (primNeglnt x)
primNegInt (Pred x) = Succ (primNegInt x)

primQuotInt :: Int -> Int -> Int
primQuotInt Zero Zero = error ""
primQuotInt Zero (Succ y) = Zero
primQuotInt Zero (Pred y) = Zero
primQuotInt (Succ x) Zero = error ""
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primQuotInt
primQuotInt
primQuotInt
primQuotInt
primQuotInt

primDivInt
primDivInt
primDivInt
primDivInt
primDivInt
primDivInt
primDivInt
primDivInt
primDivInt
primDivInt

primDivIntS ::

primDivIntS
primDivIntS
primDivIntS

primDivIntS

primDivIntP ::

primDivIntP
primDivIntP
primDivIntP
primDivIntP

primMinusIn

(Succ
(Succ
(Pred
(Pred
(Pred

:: Int
Zero

Zero

Zero

(Succ
(Succ
(Succ
(Pred
(Pred
(Pred

In
Zero

ANHANG A. INT-PEANO-IMPLEMENTIERUNG

x) (Succ y) = primDivIntS (Succ x) (Succ y)
x) (Pred y) = primNegInt (primDivIntS (Succ x) (primNegInt (Pred y)))
x) Zero = error ""
x) (Succ y) = primNegInt (primDivIntS (primNegInt (Pred x)) (Succ y))
x) (Pred y) = primDivIntS (primNegInt (Pred x)) (primNegInt (Pred y))
-> Int -> Int
Zero = error ""
(Succ y) = Zero
(Pred y) = Zero
x) Zero = error ""
x) (Succ y) = primDivIntS (Succ x) (Succ y)
x) (Pred y) = primNegInt (primDivIntP (Succ x) (primNegInt (Pred y)))
x) Zero = error ""
x) (Succ y) = primNegInt (primDivIntP (primNegInt (Pred x)) (Succ y))
x) (Pred y) = primDivIntS (primNegInt (Pred x)) (primNegInt (Pred y))
t -> Int -> Int
Zero = error ""
= error "'

(Succ x) Zero

primMinusIntS Zero

primMinusIn

(Succ x) (Succ y) = if (primGEqIntS x y) then
Succ (primDivIntS (primMinusIntS x y) (Succ y))
else Zero
Zero (Succ x) = Zero
Int -> Int -> Int
Zero Zero = error ""
(Succ x) Zero = error ""
(Succ x) (Succ y) = Succ (primDivIntP (primMinusIntS x y) (Succ y))
Zero (Succ x) = Zero
tS :: Int -> Int -> Int
primMinusIntS (Succ x) (Succ y) = primMinusIntS x y
(Succ y) = Zero
tS x Zero =X
Int -> Int -> Bool

primGEqIntS ::

primGEqIntS
primGEqIntS
primGEqIntS
primGEqIntS

primModIntS ::

primModIntS
primModIntS
primModIntS

primModIntS

primModIntP ::

primModIntP
primModIntP
primModIntP

primModIntP

primRemInt
primRemInt
primRemInt
primRemInt
primRemInt

(Succ x) Zero = True
(Succ x) (Succ y) = (primGEqIntS x y)
Zero (Succ x) = False
Zero Zero = True

Zero

Int

-> Int
Zero

(Succ x) Zero

(Succ x) (Succ y)

Zero

Zero

Int

(Succ x)
=> Int ->
Zero

(Succ x) Zero

(Succ x) (Succ y)

Zero

:: Int

Zero
Zero
Zero

(Succ x)

-> Int
Zero
(Succ
(Pred

(Succ x) Zero

->

->

y)
y)

Int

= error ""

= error ""

= if (primGEqIntS x y) then
(primModIntS (primMinusIntS x y) (Succ y))
else (Succ x)

= Zero

Int

= error ""

= error ""

= if (primGEqIntS x y) then
(primModIntP (primMinusIntS x y) (Succ y))
else (primMinusIntS y x)

= Zero

Int

= error
= Zero
= Zero
= error

nn

n"n
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primModIntS (Succ x) (Succ y)

primModIntS (Succ x) (primNegInt (Pred y))

error ""

= primNegInt (primModIntS (primNegInt (Pred x)) (Succ y))

primNegInt (primModIntS (primNegInt (Pred x))
(primNegInt (Pred y)))

Int

= error ""
= Zero

= Zero

= error ""
= primModIntS (Succ x) (Succ y)

= primNegInt (primModIntP (Succ x) (primNegInt (Pred y)))
= error ""

= primModIntP (primNegInt (Pred x)) (Succ y)

= primNegInt (primModIntS (primNegInt (Pred x))

(primNegInt (Pred y)))

-> Ordering

= EQ

= LT

= GT

= GT

= primCmpInt x y
= GT

= LT

= LT

= primCmpInt x y

= True

False
False
False

= primEqInt x y

False

= False

False

= primEqInt x y

= True
= False

primEvenInt x

= primEvenInt x

False
primEvenInt x

primRemInt (Succ x) (Succ y)
primRemInt (Succ x) (Pred y)
primRemInt (Pred x) Zero
primRemInt (Pred x) (Succ y)
primRemInt (Pred x) (Pred y)
primModInt :: Int -> Int ->
primModInt Zero Zero
primModInt Zero (Succ y)
primModInt Zero (Pred y)
primModInt (Succ x) Zero
primModInt (Succ x) (Succ y)
primModInt (Succ x) (Pred y)
primModInt (Pred x) Zero
primModInt (Pred x) (Succ y)
primModInt (Pred x) (Pred y)
primCmpInt :: Int -> Int
primCmpInt Zero Zero
primCmpInt Zero (Succ y)
primCmpInt Zero (Pred y)
primCmpInt (Succ x) (Zero)
primCmpInt (Succ x) (Succ y)
primCmpInt (Succ x) (Pred y)
primCmpInt (Pred x) (Zero)
primCmpInt (Pred x) (Succ y)
primCmpInt (Pred x) (Pred y)
primEqlInt :: Int -> Int -> Bool
primEqlInt Zero Zero
primEqInt Zero (Succ y)
primEqInt Zero (Pred y)
primEqInt (Succ x) (Zero)
primEqInt (Succ x) (Succ y)
primEqInt (Succ x) (Pred y)
primEqInt (Pred x) (Zero)
primEqInt (Pred x) (Succ y)
primEqInt (Pred x) (Pred y)
primEvenInt :: Int -> Bool
primEvenInt Zero

primEvenInt (Succ Zero)
primEvenInt (Succ (Succ x))
primEvenInt (Succ (Pred x))
primEvenInt (Pred Zero)
primEvenInt (Pred (Succ x))
primEvenInt (Pred (Pred x))

primEvenInt x
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